Analise II: Prova 2
25 de maio de 2017

Orientacgoes gerais
1) As solugoes devem conter o desenvolvimento e ou justificativa.
Questdes sem justificativa ou sem raciocinio légico coerente ndao pontuam.
2) A interpretacao das questoes é parte importante do processo de avaliacao.
Organizacao e capricho também serao avaliados.
3) Nao é permitido a consulta nem a comunicac¢io entre alunos.

QUESta0 1 e

Enuncie e prove que o limite uniforme de fungdes integréaveis é integravel e que a integral do limite é
o limite das integrais.

QUESTAD 2 Lo

1
Considere f(x) := Z —. Mostre que f ¢ continua em X = [a,00) (a > 1). f & derivével?.
n

n=1

. . 1 1 1 , 21
Solution: Ja que v < a e Z a < 00, do teste de Weierstrass, temos que Z:l v converge
n—= n—=
uniformemente, além disso, dita fun¢io é continua ji que cada somando é continuo. Para verificar
o
In(n
que é derivavel basta ver se Z (x ) converge uniformente em X. Para isso, use de novo o teste
n=2 n
o0
. . . . In(n) )
de Weierstrass junto com o critério do integral para Z ——= (perceba que In(z)/z é decrescente).
n=2 n
Questan 3 ...
Prove que
S G VL
a) (12 points) sin(x) = —— """ para todo x € R.
(@) (12 points) sin(z) = 3 75 o™ p

=1

3

3

z", para todo z € (—1,1].

(b) (8 points) log(1+ x) = Z (7@_41_)1

n=1

Solution: Feito em aula. Usamos os residuos que provém da formula de Taylor para estimar

n k n k
-1 —1
as diferengas |log(1 + x) — E Mmﬂ e |sin(z) — E (2(]{;_31)':1:2k+1|, respectivamente e logo
k=1 k=1 '

tomando limites quando n vai para o infinito.

QUESt A0 A .
Seja fy : [a,b] — R uma sequéncia de fun¢oes, tal que para toda sequéncia convergente z, € [a, ]
tem-se fy,(x,) — 0. Mostre que f, converge uniformemente para a fungao nula.

Solution: Por contradicdo, existe € > 0 e uma sequéncia z,, € [a,b] tal que |f,(x,)| > € para
todo n € N. Ja que [a,b] é compacto, existe uma subsequéncia x,, convergente. Por hipotese,
temos que fy, (zn,) — 0, 0 que & uma contradicdo com |fy,(z,)| > €.




QUESTAD B Lo e

Calcule o intervalo de convergéncia da série
oo n 1
(a) (6 points) ;anx”, onde a,, = kz;l T

wn

M8
S

(b) (6 points)

S
I
—

n!
— ™. Dica: Lembre que (1+ 2 'a)® = €%, quando x — co.

M8

(¢) (8 points)

S
I
—

Solution: Primeiro calculemos o raio de convergéncia para cada série de poténcia.

(a) De fato, R™! = limsup(a,i1/a,) = 1. Logo, temos o intervalo (—1,1). Analisemos os
n

extremos. Se z = 1, apz" = a, = Z z — 00 similarmente quando = = —1, a,z" nao converge a
k=1

zero. Portanto, o intervalo de convergéncia ¢ (—1,1).

(b) Como R™! = limsup(al/™) = 1/4. Logo, temos o intervalo (—4,4). Analisemos os extremos.
Se r =4, apx™ = a, = n — oo similarmente quando x = —1, a,x™ nao converge a zero. Assim, o
intervalo de convergéncia é (—4,4).

(¢) Como R™! = limsup(ans1/an) = e *. Logo, temos o intervalo (—e,e). Analisemos os ex-

tremos. Se x = e, ap,z" = ane” = nl(e/n)" — oco. Para ver que n!(e/n)" — oo, basta usar a
| L
- : nle 5
formula de Stirling lim ———— = 1. Analogamente, quando x = —e, a,z" ndo converge a
n—oo (\/2rn)n™

zero. Assim, o intervalo de convergéncia é (—e, e).

QUEStA0 B .. e

Uma funcgao de classe C* & analitica em um ponto x = a, se coincidir com sua série de Taylor ao redor
de x = a num intervalo Z de a. Mostre que

(a) (5 points) Se f é analitica no ponto x = a na vizinhanca Z, entao, f é analitica para todo = € Z.

(b) (5 points) Prove que nao existe fun¢ao analitica f : R — R tal que {a € R: f é analitica em a} =

Q.

Solution: (a) Feito em aula; (b) Suponha que existe uma func¢ao f analitica tal que {a € R :
f € analitica em a} = Q. Pegue ¢ € Q. Do item (a), existe um § > 0 tal que f ¢ analitica em
(¢ —d,c+ 0). Por hipotese, concluimos que (¢ — d,c+ 0) € Q, o que é uma contradigdo ja que
R\ Q ¢ denso.
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