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27 de setembro de 2016

Orientacgoes gerais
1) As solu¢oes devem conter o desenvolvimento e ou justificativa.
Questoes sem justificativa ou sem raciocinio l6gico coerente nao pontuam.
2) A interpretacdo das questoes é parte importante do processo de avaliacado.
Organizacao e capricho também serao avaliados.
3) Nao ¢é permitido a consulta nem a comunicac¢io entre alunos.

QUESTAO b oo e
Seja « € R. Considere a matriz A definida como
1 1 1
A=1|2
2 3

Em funcao do parametro «. Responda:

(a) (15 points) Qual é o posto da matriz A.

(b) (15 points) Encontre uma base para o espago columa de A, col(A).

(¢) (10 points) Qual é a dimensdo de Nuc(A)? Dica: Nao precisa calcular Nuc(A).

Solution: Para calcular o posto, primeiro devemos calcular uma forma escada reduzida da matriz
A. Usamos o método de eliminacdo de Gauss, temos que

1 0 1
0 1 0
0 0 o —2

Dependendo do valor de alpha, a ultima linha pode ser nula ou ndo. Assim, temos os seguintes
€asos:

1. Se a # 2. Nesse caso, podemos fazer um passo mais no método de Gauss, obtendo a seguinte

matriz
1 0 1
0 1 0
0 0 1
Daqui temos que posto(A) = 3, uma base para o espago coluna é
1 1 1
21,13),12
2 3 «

e que a dim(Nuc(A)) =3 — posto(A) =3 -3 =0.

2. Se a = 2. Nesse caso, a matriz em forma reduzida é

1 0 1
0 1 0
0 0 0

Daqui temos que posto(A) = 2, uma base para o espaco coluna é

1 1

21,13

2 3
e que a dim(Nuc(A)) =3 — posto(A) =3 -2 =1.




QUESTAD 2 L

Seja T : R? — R? uma transformacio linear para o qual sabemos que
T(l,l) = (37_2)7 T(374) = (172)

(a) (15 points) Determine 7'(5,6)
(b) (05 points) Determine T'(a,b) para (a,b) € R?.

Solution:

1. Como s6 sabemos como age T nos vetores (1,1)7 e (3,4)T, para calcular T(5,6) devemos
escrever (5,6)7 as combinagio linear de (1,1)7 e (3,4)7. Logo, se

(0) =2 ()= ()
para algum « e 8. Resolvendo o sistema temos que « =2 e § = 1. Logo,
r(6) = () (= () eor (3) =2 (2) 1 (0) - (5),

2. Similarmente ao caso anterior, devemos escrever o vetor arbitrario (a,b)” como combinagio
linear de (1,1)7 e (3,4)T. Assim, se

(-~ () ()

para algum « e 3, devemos ter que a = 4a — 3b e § = b — a. Portanto, Logo,
a 1 3 3 1 11a — 8b
r(3)=r{e )+ () - () ro-n () - (1%)

QUESTA0 3 . o

Sejam os vetores

=01 10" a=>00 1T e az=(0 1 1)7T.
Considere a transformacéo T : R? — R? definida como
T(x1,x2) = x2uy + xT1U2 + (T1 — T2)Us.

(a) (05 points) Verifique que {i, @g, 3} € uma base de R?
(b) (20 points) Encontre a matriz associada a 7" em relagao as bases ordenadas {e1,e2} e {uy, a2, us}.

(c) (5 points) Ache a matriz associada a T em relacio as base ordenadas {(1,1)7, (1, —=1)7} e {@1, G2, U3}

Solution:

1. Como temos trés vetores @, U, U3 num espaco de dimensio trés, R3, para verificar que é
uma. base seré suficiente ver que eles sdo l.i. Uma forma é saber se o determinante da matriz
cujas colunas sao @1, 4 e us, é diferente de zero. Logo, como

1 1 0
det [1 0 1] =-2%#0,
0 1 1
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concluimos que @, 42, Gz sdo Li. e portanto uma base de R?.

2. Precisamos achar as coordenadas de T'(e1) e T'(e2), em relacdo & base {u1,u2,uz}. Como
e1 = (1,007 e ea = (0,1)T temos que:

T(e1) =T(1,0) = 0.1 + L.ag + (1 — 0).ag = 0.u1 + 1.ug + l.ug

T(eg) = T(O, 1) = l.uy + 0.ug + (0 — 1).1_63 = l.uy + 0.u0 — l.ugs.

Portanto, a matriz associada a T em relacao as base ordenadas {ey, ea} e {1, ug, U3} é:

0 1
1 0
1 -1

3. Ao igual que o item anterior, precisamos achar as coordenadas de 7'(1,1) e T'(1,—1), em
relacao a base {u1, U2, us}. Existe varias formas. Nos calcularemos direitamente 7'(1,1) e
T(1,—1). Assim,

T(1,1) =1l.ay + Lag+ (1 —1).ag = 1.u; + 1.ag + 0.u3

T(1,-1)=—-1.u; + Lag+ (1 — (—1)).us = —l.uy + l.ug + 2.us.

Portanto, a matriz associada a T em relacio as base ordenadas {(1,1)7, (1, —=1)T} e {ay, Go, 13}

1 -1
1 1
0 2
UESEAO 4 . e 10
Q 10|

Considere
S = span{exp(z), z exp(z), 2% exp(z)}.

Seja D : S — S o operador derivada, i.e., D(f) = f’. Encontre a matriz associada de D em relacio &
base ordenada {exp(x),z exp(x), 2% exp(z)}.

Solution: Para calcular a matriz precisamos achar as coordenadas de D(exp(z)), D(xzexp(x)) e
D(z% exp(z)), em relacio a base {exp(z), z exp(z), 22 exp(z)}. Assim,

D(exp(x)) = exp(z) = 1.exp(z) + 0.z exp(z) + 0.22 exp(z),

D(zexp(x)) = exp(x) + zexp(z) = 1.exp(z) + L.z exp(z) + 0.2% exp(z),

D(z%exp(z)) = 2z exp(z) + 22 exp(z) = 0. exp(z) + 2.z exp(x) + 1.2°% exp(x).

Lembre que exp(z) = €®. Portanto, a matriz associada a D em relacio a {exp(z), z exp(z), % exp(z)

11
01
0 0

N O
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QUESTAD B Lo e
Seja A € Myxn(K) tal que Nuc(A) = Nuc(A?). Entdo, mostre que col(A) = col(A?).

Solution: Primeiro note que como Nuc(A) = Nuc(A?), temos que dim(Nuc(A)) = dim(Nuc(A?)).
Entao, usando o teorema fundamental da algebra, temos que

dim(col(A%)) = n — dim(Nuc(A?)) = n — dim(Nuc(A)) = dim(col(A)).

Segundo, como col(A?) = {A*(z) : & € R"} C {A(y) : § € R"} = col(A), concluimos que
col(A?) C col(A). Em resumo, temos que col(A?) é um subespaco vetorial de col(A) com a mesma
dimensdo que col(A). Isso é suficiente para garantizar que col(A?) = col(A).
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