Analise II: Prova 1
06 de abril de 2017

Orientacgoes gerais
1) As solugbes devem conter o desenvolvimento e ou justificativa.
Questoes sem justificativa ou sem raciocinio logico coerente nao pontuam.
2) A interpretacao das questdes é parte importante do processo de avaliacao.
Organizacao e capricho também serdo avaliados.
3) Nao é permitido a consulta nem a comunicagao entre alunos.

QUESTA0 b

Enuncie e prove o Teorema Fundamental do Céalculo.

QUEST A 2 o e

Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada e integravel.

(a) Mostre que A := {z € [a,b] : f é continua em z} é denso em [a, b].

Solution: Seja D := [a,b] \ A. Da caracterizagao da integrabilidade, m(D) = 0. Note que D é o
conjunto dos pontos de descontinuidade de f.

Suponha por contradi¢do que A nao é denso. Assim, existe ¢ € [a,b] e um intervalo fechado I
com int(I) # 0 tal que c€ I e INA = (. Portanto, I C A°=D. Como m(D) = 0, temos que
m(I) =0, o que é uma contradigao.

QUESt A0 3 .

Seja f : [a,b] — R uma funcdo limitada e integravel.

T b
(a) (b points) Mostre que H(x) := / f(t)dt —/ f(t)dt, x € |a,b] & continua.

x
Solution: Para provar que H(x) é continua, sera suficiente provar que Hi(z) := / f(t)ydt e
a

b
Hy(x) := / f(t)dt sao fungoes continuas. De fato, se M > 0 é tal que |f(x)| < M,z € [a,b)].

X
Entao para x < y temos que

|Hy(y) — Hy ()] = /yf(S)dSI < / 1F(s)lds < M/y ds < Mz — y).

y T
Similarmente, |Hi(y) — Hi(x)| = |/ f(s)ds| < M/ ds < M|z — y| para x > y. Assim,
@ y

Hy(x) é uma fungao Lipschitziana e portanto continua. A continuidade de Ha(x) segue os
mesmos passo que Hp(x).

b c b
(b) (5 points) Prove que se / f(z)dz # 0, entdo existe um c € (a, b) tal que / f(t)dt = / f(t)dt.

b
Solution: Do item anterior, H(x) é continua em |[a,b]. Note que H(a) = —/ f(s)ds = —H(b)

e como H(b) # 0 temos que H(a) > 0 > H(b) ou H(b) > 0 > H(a). Do teorema do valor
c b
intermédiario, existe ¢ € (a,b) tal que H(c) = 0. Isto é / f(t)dt = / f(t)dt.




QUESTAD A .
b b
Seja g > 0 integravel. Se / g(z)dz = 0, entdo / f(x)g(x)dx = 0, Vf limitada e integravel.

Solution: Seja f limitada e integravel. Logo, existe M > 0 tal que |f(z)] < M para x € [a,b].
Usando as propriedades da integral,

b b b
\/f@MWMS/U@M@MSM/waza

onde a primeira desigualdade temos usado que g(x) > 0.

QUESt A0 B

Seja f : R — R uma funcgdo Lipschitziana com constante de Lipschitz K > 0, isto é,
F(@) = f(y)] < K|z —y|, para todo z,y € R.

(a) (10 points) Prove que se X tem medida nula, entdo f(X) tem medida nula.

Solution: Seja ¢ > 0. Ja que m(X) = 0, da definicdo de medida nula, temos que existem

o0
intervalos I, Ia, ..., Ip,... tais que X C U2 1; e Z |I;| < e/K. Considere J; = f(I;), para
i=1

o0 [ee]
i € N. Certamente f(X) C U, f(I;) e > |f(I;)| <) K|I;| <e. Como f é Lipschitz, f ¢
i=1 i=1
continua e da continuidade f(I;) é também um intervalo. Portanto, a sequéncia de intervalos
{Ji = f(I;)}ien satisfaz as propriedades suficientes para dizer que f(X) tem medida nula.

(b) (10 points) Prove ou fornega um contraexemplo, da afirmagcao: " fog é integravel se g é integravel
e f é Lipschitziana".

Solution: A afirmacdo é verdadeira. Como f é Lipschitziana, ela é continua. Usando con-
tinuidade, vemos que D,y C Dy, onde Dy € o conjunto de descontinuidade de g e Dyoq €
o conjunto de descontinuidade de fog. Ja que m(Dy) = 0 temos que m(Dyo4) = 0, 0 que
implica que f o g é integravel.

QUEStA0 B .. e

Prove a convergéncia de

* 1
8 point d
(a) (8 points) /0 T+
. - 1 1
Solution: Usar o teste de comparagdo. Observe que T o < —.
e e

1
1

(b) (8 points) / —dx, para s < 1.
o T

1 00
1
Solution: Usando mudanca de varidvel, temos que / —dr = / e "0 dy. Ja que
0o 0

1 — s >0, a dltima integral imprépria converge.
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(¢) (4 points) /OOO cos(z?)dx

00 1 00
Solution: Escreva / cos(z?)dx = / cos(z?)dx +/ cos(z?)dz. Para analisar a conver-
0 0 1

géncia da integral, analisaremos COS(:L'Q)dl’. Usando mudanca de varidvel,
1

o0 1 [ cos(u)
2
cos(x“)dx = = du.
/1 () 2/)1  Vu

A dltima integral imprépria converge, devido ao critério de Dirichlet.
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