CM 005 Algebra Linear: Prova 1 (EQ)
27 de Setembro de 2016

Orientacgoes gerais
1) As solugoes devem conter o desenvolvimento e ou justificativa.
Questoes sem justificativa ou sem raciocinio logico coerente nao pontuam.
2) A interpretacao das questoes é parte importante do processo de avaliacao.
Organizacao e capricho também serao avaliados.
3) Nao é permitido a consulta nem a comunicagao entre alunos.

QUEStA0
Para o sistema linear dado, encontre o conjunto solu¢ao em funcao do parametro 8 € R.
r1 + X2 + xs = 2
21 4+ 3z + (B+ 1z = 5
2z1 4+ 3x2 + 26xs3 = B2+4

Solution: Usamos o método de eliminacao de Gauss, para a matriz aumentada

1 1 1| 2
2 3 B+1 | 5
2 3 26 | B*+4.

Assim, depois de uma série de operagdes elementares sobre as linhas obtemos

O sistema associado & dita matriz é

r1 + T2 + xs = 2
To + (5 — 1):K3 = 1
B-1z3 = pZ-1.

Da altima linha temos que o valor de x3 vai depender do valor de 5. Temos os seguintes casos:

1. Se B # 1. Nesse caso, temos que z3 = (82> —1)/(8 — 1) = 8 + 1. Logo, por substitucio
T =1—(f*-1)=2-f%ea; =2—a9—23=2—(2— %) —(B+1) = 2 — 3 —1. Portanto
o conjunto solucio é {Z:= (2 —B—1 2—32 B+ 1)1}, se B #1.

2. Se # = 1. Nesse caso, como 32 —1 = 0, qualquer valor para z3 serve (3 é variavel livre). Por
exemplo paraxs =t € R, temos que 9 = lex; = 2—x9—x3 = 2—1—t = 1—t (com a escolha
de x3 = t). Assim, temos que o conjunto solucdo é dado por {Z := (1 —t 1 t)T :t € R},
para 8 = 1.

QUESt A0 2

(a) (20 points) Utilize o método de Gauss-Jordan para calcular a inversa de A.

1 11
A=11 2 3
1 2 2



Solution: Primeiro montamos o matriz aumentada. Assim temos

111 ] 100
AD=[123 1010
122 1]001

O método de Gauss Jordan é usar operagoes elementares sobre linhas para a matriz anterior
até chegar a uma matriz em forma escada reduzida. Calculando temos que

100 2 o0 -1
IB)=[0o10 | -1 -1 2
001] 0 1 -1

Logo a inversa de A é a matriz do lado direito de (I|B), i.e.,

2 0 -1
Al=|-1 -1 2
0o 1 -1

(b) (5 points) Ache Z € R3 tal que AZ =bonde b= (2 0 1)T e A ¢ a matriz do item anterior.

Solution: Como AZ = b, temos que = A~ 'h. Fazendo a multiplicacio, obtemos que
2 0 -1 3

2
z=A"%=[-1 -1 2 ol=10
o 1 -1/ \1 -1

Outra alternativa é usar o método de Gauss, aplicado & matriz (A[b). Ambos métodos
fornecem o mesmo resultado.

QUESt a0 3 .

Sejam A e B duas matrizes em M, x,(R).

(a) (20 points) Verifique que o seguinte conjunto é um subespago vetorial de Mpxn(R),

Wy i={X € Myxn(R) : AX = XB}.

Solution: Para que o conjunto Wi # () seja um subespaco vetorial devemos verificar que

1. X4+Y € Wy para todo X ¢ Wy e Y € Wy.

Considere X e Y em Wjp. Vejamos que X +Y € Wy, para isso é suficiente mostrar que
AX+Y)-(X+Y)B=0.

Assim, calculando

AX+Y)— (X +Y)B

(AX + AY) - (XB+YB)=AX — XB+ AY —YB
= (AX—XB)+(AY = YB)=04+0=0

Na tultima linha segue de AX — XB=0e AY —YB =0, jA que X e Y pertencem a
Wi. Portanto, A(X +Y) — (X +Y)B =0. Logo, X +Y € W;.
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2. AX € Wy para todo X € Wi e A € R.

Tome X € W1 e A € R. Vejamos que AX € W;. Nessa caso é suficiente verificar que
AMX) - (AX)B=0.

Calculando temos que A(AX) — (AX)B = A(AX — XB) = 0 onde na altima linha
usamos que AX — X B = 0. Logo concluimos que A(AX) — (AX)B =0e A\X € W;.

(b) (5 points) Mostre que Wy = {X € Mpxn(R): (A— X)(A+ X) = A% — X2} é um subespaco
vetorial. Dica: Use o item anterior.

Solution: Perceba que (A— X)(A+X) = A?+ AX — XA~ X?. Assim, (A— X)(A+X) =
A% — X? vale se e somente se AX = XA. Entdao, Wy pode ser escrito como

Wy = {X € Myyn(R) : AX = XA}

Usando o item anterior, concluimos que Ws é um subespaco vetorial.

QUESTAD A oo e
Encontre o niicleo da matriz A em fun¢do do parametro g € R.
1 2 B
A=[1 28 -1
g 2 1

Dica: Analise cada caso possivel dependendo do valor de 5.

Solution: Primeiro perceba que o nicleo da A é igual ao conjunto solugdo do sistema linear
Az =0, i.e. Nuc(A):= {z € R®: Az = 0}. Assim, usaremos o método de Gauss para resolver
AZ = 0. Fazendo operacdes elementares temos

1 2 B 0
0 26-2 —-1-8 |0
0 0 B(B+1) |0

Logo, o sistema associado é

r1 + 219 + B3 =0
(28 -2z — (14+B)z3 = 0
BB+ 1)z = 0

O valor de z3 vai depender dos valores de 5. Dependendo dos valores de (3, o sistema terd diferentes
conjuntos solu¢ao. Temos o seguintes casos, quais dependem se (8 + 1) for igual a zero ou nao:

1. Se B # 0 e B # —1. Nesse caso, zz = 0, logo temos o seguinte sistema associado

r1 + 219 =0

Do sistema anterior vemos que o valor de xy vai depender se (28 — 2) for zero ou nao.
Portanto temos os seguintes subcasos
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(a) Se B # 1. Nesse caso x2 = 0 e por substitu¢do temos que ;1 = 0. Logo para 8 ¢
{0,—1,1}, o conjunto solucao (o conjunto formado por todas as solugbes) é

0
0
0

(b) Se 8 = 1. Nesse caso, xo & variavel livre. Assim, para qualquer escolha de zy, por
exemplo, zo =1, temos que x1 = —2z92 = —2t. Como consequéncia, para o caso § =1,
o conjunto solugao (o conjunto formado por todas as solugdes) é

—2t
t teR
0
2. Se f =0. O sistema associado é
r1 4+ 2% =0
— 2$2 — I3 = 0

Perceba que z3 é uma variavel livre. Fazendo x3 = ¢t como parametro e substituindo temos

que 9 = —1/2x3 = —1/2t e 11 = —2x9 = —2(—1/2)t = t. Assim, o vetor com componentes
x1 =1, x9 = —(1/2)t e x3 =t & solugdo do sistema (no caso 5 = 0). Logo, concluimos que
o conjunto solugao é
t
—t/2]: teR
t
3. Se = —1. O sistema associado é
r1 + 229 — x3 = 0
— 4dxo =0
Substituindo obtemos que x1 = z3 e 9 = 0 com x3 como varidvel livre. Nesse caso, o
conjunto solucao é
t
0 telR
t
QUESTAD B .
Seja A € M,xn(R) uma matriz quadrada tal que A%> = —I. Mostre que a matriz I — A é invertivel.

Solution: Temos duas formas

1. Para mostrar que [ — A & invertivel, sera suficiente mostra que a tnica solucao de (I—A)z = 0
é o vetor nulo T = 0. Seja ¥ uma solucao de I — A. Assim,

z—Az=(I-Az=0 (1)
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Multiplicando a equagao (1) por A temos que A(Z + AZ) =0

Az —Az) = 0
Az — A’z = 0
AZ+Z = 0 (aquiusamos A% = —1)

Assim, temos que £ — AT = 0 e Z + AZ = 0. Somando ambas equacoes, temos que Z = 0.
Portanto, a matriz I — A é invertivel.

. Para mostrar que I — A ¢é invertivel, ¢ suficiente achar uma matriz B € M, «,(R) tal que
(I — A)B = 1. Observe que

A(T —A)=A— A> = A+ T (aqui usamos —A% = 1)

Entao, multiplicando (I — A)B = I por A temos que A(I — A)B = A que implica que
(A+1)B = A (aqui usamos A(I —A) = A+1I). Assim, temos duas equagoes (A+I1)B = Ae
(I —A)B = I. Somando as equacoes (I +A)B=Ae (I—A)B = I vemos que 2B = (I +A).
Assim, B = 1/2(1 + A). Como consequéncia (I — A) é invertivel cuja inversa é dada por
1/2(1 + A).
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