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Abstract
Lista em constante atualizacao.
1. Dualidade, condicoes de otimalidade, condigdes KKT.

2. Para os exercicios que forem convenientes pode ser usado alguma linguagem de programacao.

1. Prove que a funcao dual é concava e o dominio dela é convexo.

2. Seja B uma matriz simétrica definida positiva. Encontre o problema dual do problema de minimizagao:

1
minimizar §zTB9: sujeito a Ax =b,z > 0.

3. Verifique no caso de programagao linear que o dual do problema dual é o problema original. Se (P) denota um problema
de programagéo linear e (D) o problema dual associado. Mostre que (i) se (P) é ilimitado inferiormente, entdo (D) é
invidvel; (ii) se (P) é vidvel e limitada inferiormente, entdo (D) tem uma solugdo étima e o gap de dualidade é zero;
(iil) se (P) é invidvel dé exemplos onde (D) ¢ ilimitado ou invidvel.

4. Considere o problema de minimizacdo: minimizar 322 + 1(y —3)? sujeitoa2? —y <0, —z+y <2,

(a) O problema anterior é um problema de otimizagao convexa?
(b) Solucione o problema geometricamente

(¢) Dé um motivo tedrico que justifique a existéncia de pontos KKT. Dé também um motivo para a unicidade de
ponto KKT.

(d) Escreva as condigoes KKT e determine o ponto KKT.
(e) Determine explicitamente o problema dual

(f) Encontre uma solugao 6tima do problema dual.
5. Considere o problema de minimizacdo: minimizar x —4y+ 2z sujeitoaz+2y+22+2=0, 22 +y? +22< 1.

(a) Dado um ponto KKT, esse ponto deve ser 6timo?

(b) Encontre a solugao 6tima do problema usando as condigoes KKT.

6. Problema de otimizagcdo minimax. Seja {a1,aqg,...,an} € R™ um conjunto de vetores e dado k € N, defina o conjunto
A(k) == {z e RF: Zle x; =1,2; >0,i=1,...,k}. Considere o problema de otimizagao:

minimizar max{{(a;,z):i=1,...,m}.
z€A(n)

Mostre que o problema dual é
maximizar minimizar (y, Az),

yeA(m)  weA(n)
onde A é uma matriz onde as linhas sao os vetores a1, ..., Gp.
Dica: Re-escreva o problema minimizar max{(a;,z): 4 =1,...,m} como minimizar v s.a. (a;,x) <wv, Vi, e aplique
zEA(n) z€A(n),v

dualidade neste 1ltimo problema.
7. Considere o problema de otimizacio minimizar z* —2y? —y sujeito a 22+ y? +y < 0. Responda

(a) O problema é convexo?
(b) Mostre que existe solugao 6tima.

(c¢) Encontre todos os pontos KKT. Para cada ponto, quais satisfazem a condigdo necessdria de segunda ordem?
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(d) Encontre a solucao global.

8. Calcule o cone tangente Tq(z) e o cone linearizado L (2) em z = 0, onde z € Q e Q é cada um dos seguintes conjuntos
(a) {(z,y) e R? : y < 23}
(b) {(z,y) €eR?:y=0o0uz=0}
(c) {r(cos®,sinf) € R? :r €[0,1],0 € [r/4,7r/4]}
Vale alguma condig¢ao de qualificacao?

9. Considere  := {z € R": F(z) € C}, onde C ¢é um cone fechado em R™ e F' : R" — R™ ¢ uma fungao continuamente
derivével.

(a) Prove que Tq(x) C {d € R": DF(z)d € Tc(F(z))} para todo = € Q.

10. Prove que se z* € U C V, entdo Ty(z*) C Tv(xz*). Pode existir igualdade entre os cones tangente mesmo que 0s
conjuntos U e V sejam diferentes?

11. Prove que No(z) C No(x), Vo € Q. Dé um exemplo onde a inclusdo é estrita.

12. (a) Seja C :={d € R": Ad <0, Bd = 0}. Mostre que C' é um cone fechado e calcule C°. Qual é C°°?

(b) Seja @ ={z e R":g;j(z) <0 Vj=1,...,p; hi(x) =0, Vi=1,...,m}, onde g; e h; sdo funcoes afins Vi, j .
Dado z € Q, calcule o cone tangente To(x), o cone normal regular N (z) e mostre que a condi¢ao de Guignard
vale.

13. Seja A € Sym(R). Prove que Tsym, (r)(A) = Sym (R) — R (A) e ]Vsym+(R)(A) = Sym_(R) n {H € Sym(R) :
tr(AH) = 0}.

14. Seja v € R™. Mostre que (i) [|v]|1 = Sup{(v,w) : ||w||ee < 1}, (ii) ||v]|ec = Sup{{(v,w) : |Jw|1 < 1} e que (iii)
[0ll2 = Sup{(v, w) : lw]2 < 1}.

15. Desigualdade de Holder. Prove a desigualdade de Holder ! usando o problema de maximizacao

n

maximizar {{x,y) : Z |z [P = 1},

i=1
onde y é um vetor fixo com ||yl =1e1/p+1/g=1 (p,qg > 1).
16. Auséncia de pontos KKT. Seja o problema de otimizagao
minimizar 22 + 3>
2

sujeito a 22 =(y—1)>°

a) Resolva o problema geometricamente

(a)
(b) Mostre que néo existe pontos satisfazendo as condigoes KKT
(c) Encontre todos os pontos que satisfazem as condigdes FJ

)

(d) Para tentar resolver o problema de minimizacao podemos substituir 22 = (y — 1) na funcio objetivo para obter
o problema sem restri¢des min (y — 1) + 32. O que tem de errado essa abordagem? como podemos corrigir?

17. Seja y € R™. Considere o problema de minimizacao

o 1 2
minimizar ||z — y|
T 2

sujeito a Ax+b=0

(a) Mostre que o problema admite solugao.

(b) Quando A tem posto linha completo, mostre que a solugao é tnica, que as condigdes KKT valem e a solugao tem
a expressao y — AT(AAT)"1(Ay + b).

18. Atualizagdo simétrica de Powell-Broyden (PSB). Seja A uma matriz simétrica n x n, e vetores s e y em x. Considere
o seguinte problema de minimizag¢ao

minimizar |[B — A||%  sujeitoa Bs=y, BT =B,

onde || - || é a norma de Frobenius

ara todo x,y € , temos que |(z,y)| < ||z Y|lq com 1gualdade se, e somente se x e y sao paralelos. p—norma ||z||p € definida como
!Para tod R™, ¢ < lzllpllyllq igualdad % a lelos. A p é definid
ll2llp == 3%y l2ilP-



(a) Mostre que o conjunto vidvel é um conjunto fechado convexo néo vazio.
(b) Mostre que o problema de minimizac¢do tem uma tnica solugao.
(c) Encontre a expressao para dita solugao.
19. Atualizacao BFGS. Seja A uma matriz simétrica n X n, e vetores s e y em X com s¥ > 0. Considere o seguinte problema
de minimizacao
minimizar  tr(BA) — In det(B)
sujeito a Bs=y
B € Sym, , (R).
(a) Mostre que existe ao menos um ponto vidvel, verificando que (s,y —ts) ! (y —ts)(y —ts)T +tI é vidvel parat > 0
suficientemente pequeno.

(b) Mostre que o problema de minimizagao tem solugao. Dica: Analise o conjunto de nivel da funcao objetivo. Observe
que neste problema o conjunto vidvel nao é fechado. Compare com o problema anterior (atualizagao PSB).

(c) Mostre que existe uma unica solugao.

(d) Use as condigoes KKT para encontrar a expressao para dita solugdo. Por que as condigoes KKT valem? Justifique.
20. Responda
(a) Prove que LICQ implica MFCQ

(b) Mostre que a condicoes de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ) vale se, e somente se o conjunto de multiplicadores é
nao vazio e compacto.

(c) SejaC ={x € R": g;(x) <0,j=1,...,p;hi(x) =0,i=1,...,m} onde todas as fungdes g; sdo convexas e h; sdo
fungdes afins. (i) Prove que a condigdo de Slater implica a MFCQ. (ii) Se {Vh;(z) : i =1,...,m} é um conjunto
linearmente independente, mostre que MFCQ implica a condi¢ao de Slater.

21. Seja A uma matriz simétrica n x n (ndo necessariamente definida positiva), b e ¢ vetores em R™ e A um escalar positivo.
Considere o problema de minimizacao.
o 1
minimizar §<x, Az) + (b,z) + ¢
x
sujeito a lz] <A

Mostre que é o problema admite um minimizador global que estd na fronteira. As condi¢bes KKT valem nesse ponto?
Vale alguma CQ?

22. Prove que B é definida positiva no subespaco ker(A) se, e somente se existe um p* > 0 tal que B + pAAT é definida
positiva para todo p > p*

23. Seja B uma matriz simétrica n x n (ndo necessariamente definida positiva) e ¢ um vetor em R™. Considere o problema
quadratico de minimizagao com restrigoes de igualdade:

1
minimizar i(x, Bzx) + {c,x)

sujeito a Az =0>
Responda

(a) Se x* é minimizador local, entdo z* deve satisfazer as condigoes KKT: Bz* + ¢ € Im(AT) e Az* =b.

(b) Mostre que z* deve satisfazer a condicao necessdria de sequnda-ordem que B é semi-definida positiva sobre o
subespago ker(A).

(¢) Prove que se um ponto KKT satisfaz a condigdo necessiria de segunda ordem do item anterior, é de fato, um
minimizador global do problema quadratico.

24. Seja B uma matriz simétrica n X n, A uma matriz m x n, b € R" e ¢ € R™. Considere o problema de minimizagao.

1
minimizar 5(10, Bx) + (b,x) + ¢

sujeito a Ar+c=0

Se A tem posto linha completo e B é definida positiva no nicleo de A, isto é, (d, Bd) > 0 Vd € Ker(A), d # 0. Mostre
que o problema tem um dnico ponto estacionario que é minimizador global.



