CMO005 Algebra Linear
Lista 2

Alberto Ramos

. Seja M € M, (R) uma matriz. Mostre que se {v1,...,v,} € R™ é linear-
mente dependente, entdo {Muv, ..., Mv,} é também linearmente depen-
dente.

Agora suponha que M é invertivel. Entdo, se {v1,...,v,} € R™ é linear-
mente independente, entdo {Mwv1, ..., Mv,} é linearmente independente.

. Calcule o posto para cada uma das seguintes matrizes. Também, encon-
tre bases para lin(A) (espago-linha de A), col(A) (espago-columa) e para
Nuc(A) (nacleo de A).

1 1 =3 11 0 1 2 -4 0 2 1
A=10 2 1 A=(0 1 -1 1 A=|-1 -2 1 2 3
1 -1 -4 01 -1 -1 1 -2 1 4 4

. Ache todos os valores possiveis para posto(A) em fun¢do dos valores de a.

1 2 o 6 6 —4
A=1-2 4a 2 A=1-2 -1 «
a -2 1 « 2 -1

Conhecendo o posto(A), calcule a nulidade de cada matrix, i.e., dim(Nuc(A)).

. Uma matriz A € M,,»,(R) tem posto 1, se e somente se A = uv’ para
algum v € R™, v € R".

. Calcule a dimensao e ache uma base para os seguintes espagos vetoriais.

(a) S :={(3a+4b—4c,4a — 8b — 12¢,—2a — 4b+ 2c) : a,b,c € R} C R?
(b) S :=span{(1,-2,1),(1,-2,1),(0,1,-1),(1,-1,0),(0,—1,1)} C R3
(c¢) S :=span{fi(z) = 3z, fa(x) = |z|} como subconjunto de C[—1,0]

)

(d) S :=span{fi(z) = 3z, fo(z) = |z|} como subconjunto de C[—1, 1].
Dica: As respostas sao diferentes. Fagca um esbogo das fungoes



10.

11.

12.

Em R2?, verifique que a matriz que transforma (1,0) em (cos(),sin(f)) e
(0,1) em (—sin(#), cos(f)) é dada por

~ (cos() —sin(h)
Qo = sin(f)  cos(f) |-
Mostre que QpQy = Qo1+, @y ' = Q0.

Seja @ # 0 € R™. Considere a transformacdo T : R® — R", definido
como T(Z) = T + a. Esse tipo de transformagio é chamada de transla-
¢Go. Mostre que a translacdo nao é uma transformacéo linear. Descreve
geometricamente o efeito de uma translacao. O que acontece se a = 0.

Para as seguintes transformacoes (de R a R) responda quais delas sdo
tranformacoes lineares e quais sdo invertiveis. Caso seja possivel, calcule
a inversa.

(a) T(z) =23, (b) T(x)=2+1, (c) T(x)=exp(x), (d) T(x)= 3.
Seja T : R? — R? uma transformacio linear para o qual sabemos que
T(1,1) = (3,-2) e T(3,4) = (1,2).

(a) Determine T'(2,4)

(b) Determine T'(a,b) para (a,b) € R?

(c) Calcule o ker(T).
Seja o € R e considere T,, : R* — R? uma transformacdo linear para o
qual sabemos que T,(1,1,0,0) = (o + 1,0, + 1), To(1,0,1,1) = (2a +
2,4+ 4,0), Tn(1,0,0,2) = (3a,6,3) e Ta(0,0,0,3) = (3, 6, 3).

(a) Determine T,(4,2,1,6) e T, (1,1, -1, 3).

(b) Calcule o ker(T,) em funcdo de «

(¢) Ache uma base para Im(T,), em fungao de a.
Seja A € My xn(R).

(a) Mostre que Nuc(AT A) = Nuc(A).

(b) Verifique que posto(AT A) = posto(A)

(c) Mostre que se AT A & invertivel, entdo as colunas de A sdo linearmente
independente.

Dica: Lembre que viv =v-v = ||v||? e (Av)T = vT AT para todo v € R™,
onde |[v|| é a norma do vetor v

Mostre que
(a) Asfungdes fi(z) = exp(A12), f2(z) = exp(A2), ..., fu(@) = exp(Ac),
onde Aq,...,A\; € R sdo linearmente independente se, e somente se,

Ai # A; para todo i # j.



13.

14.

15.

16.

17.

(b) As fungoes fi(z) = zexp(A\r), fa(x) = 2%2exp(A\x), ..., fu(z) =
z¥ exp(A\z), com A € R sdo linearmente independente.

Dica: Use o wronskiano.

Sejam i3 = (1 1 0)T, i =(1 0 )T eu3 =(0 1 1)T. Considere a
transformacdo T : R? — R? definida como

T(thg) = ToU1 + x1U2 + (.’L‘l — xg)ﬁg.

(a) Mostre que T é uma transformagao linear.

(b) Encontre a matriz associada a T em relagdo as bases ordenadas
{e1,ea} e {uy, Uz, us}.

(c) Encontre a matriz associada a T' em relagdo a base ordenada {e1,es}
e a base canodnica de R3. Dica: Para simplificar as contas use mu-
dangas de bases.

Considere as bases ordenadas de R3 e R?, B = {1, 02, 03} € F = {1, Wa},
onde
n=(10 -7, =12 1" v3=(-11 17

o =1 -7, w=2 —-1)T.

Para cada uma das transformacoes lineares T : R? — R? a seguir, encontre
a matriz associada em relacdo as bases ordenadas B e F.

(a) T(z1, 9, x3) = (x5 2z1)7,
(b) T(l‘l,l‘g,xg) = (.1‘1 + Xy X1 — 2.%3)T
)T

b

(¢) T(x1,29,23) = (222 — 211

Seja S = span{exp(z),rexp(z), 2% exp(x)}. Seja D : S — S o operador
S, i.e,, D(f) = f’. Encontre a matriz associada de D em relagdo a base
ordenada {exp(z),z exp(z), z? exp(x)}.

Seja P,, o conjunto dos polinémios de degrau < n.

Considere a transformacao linear D : P; — Py, definida como D(p) = p’

(a derivada de p ).

(a) Verifique que B = {1+ z,1 — x} é uma base para P;.

(b) Calcule a matriz associada a T, [T]%.

Seja P, o conjunto dos polindémios de degrau < n.

Considere a transformacao 1" : Po — Ps, definida como
T(p) = xp'(z) +p”(x), para todo p € P,

onde p’ ¢ a derivada de p e p” é a derivada de p'.



(a) Verifique que T' é uma transformacao linear.
(b) Encontre a matriz que representa T’ com relagao a B := {1, r,z?}
(c) Encontre a matriz que representa T’ com relagio a C := {1, z, 1+ 22}
(d) Encontre a matriz 9, tal que [T]$ = S~TIES.

)

(e) Se p(z) = 322 + 2z + 1, calcule T3%(p).

18. Considere a transformacao linear 7' : V' — W.
Verifique que ker(T) :={v eV :T(w) =0} CVelImT =T(V)CW
sao subespacos vetoriais de V' e W respectivamente.

19. Seja T : R™ — RS uma transformagcao linear.

(a) Se dim(Ker(T)) =3 e T é sobrejetiva, qual é o valor de m?
(b) Se T é injetiva e sobrejetiva, qual é o valor de m?
(c) Suponha que m = 5, e que a dimKer(T) = 3, qual é a dimensdo da
Im(T)?
20. Forneca exemplos de transformacoes lineares 7 : R* — R? tais que
(a) Ker(T) = {z = (v1, 72,73, 74) € R* : 2y = —23}.
(b) Im(T) = {7 = (y1,92) € R* : y1 = —ya}.
Para ambos casos, calcule dim(Ker(T)) e dim(Im(T)).
Mostre que nenhuma transformacao linear T : R* — R? pode ser injetiva.

Dé exemplo de transformacio linear T : R* — R? sobrejetiva.

21. Seja T : V — W uma transformacao linear entre dois espacos vetoriais de
dimensao finita.

(a) Mostre que T é injetiva se e somente se T' leva conjuntos l.i em
conjuntos l.i.

(i.e. se {v1,...,vp} € Li. entao {T'(v1),...,T(vp)} € L1.)

(b) Mostre que T & sobrejetiva se e somente se T leva conjunto geradores
de V em conjuntos geradores de WW.

(i.e. se {v1,...,vp} gera V entdo {T'(v1),...,T(vp)} gera W)
Use os itens anteriores para:

I Seja o plano P : ax + by + cz = 0. Verifique a projecao ortogonal 7
de R3 sobre o plano é sobrejetiva.

IT Verificar que T : P, — P, definida como T'(p) = p + p’ é injetora.
Ainda mais, T' é também sobrejetiva.



22. Seja T uma transformagcao linear, cuja matriz associada as bases By e By
é

W = N~
UL W = W
0 ~J O

(a) Verifique que T néo ¢é injetora nem sobrejetiva.
(b) Determine o Ker(T') usando as coordenadas associadas a By .
(c) Calcule dim(Im(T)).

23. Temos que

(a) Uma matriz quadrada A € M, «,(K) é diagonalizdvel se existe uma
matriz S invertivel e uma matriz diagonal D tal que A = S~1DS.

(b) Uma transformagio linear T : V — V', onde V tem dimenséo finita,
¢ diagonalizdvel se existe uma base B de V, tal que a matriz [T]5 é

diagonalizavel.

(¢) Seja T : V — V uma transformacéo linear. Se Tv = \v que A é um
autovalor se A é raiz do polinémio p(\) := det(A — AI). Se v satisfaz
que Av = A\v, dizemos que v é um autovetor de A associado a .

(d) Teorema: Uma transformagéo linear T : V — V, com dim(V) =n é
diagonalizavel se, e somente se, ele possui n autovetores linearmente
independentes.

Isto é, T é diagonalizavel se, e somente se, 0 espaco V' tem uma base
formada de autovetores de T.

(e) Uma condicao suficiente para ser diagonalizével é que todos os auto-

valores de T sejam diferentes.

Com essa informacao:
(a) Verifique quais das matrizes sdo diagonalizéveis

1 1 =2 1 2 3

Gg) 4 0 4], [0 =1 3](aeR)
1 -1 4 0 0 a



