CMO005 Algebra Linear

Lista 1

Alberto Ramos

1. Para cada um dos sistemas de equagoes lineares, use o método de Gauss
para obter um sistema equivalente cuja matriz de coeficientes esteja na
forma escada. Indique se o sistema é consistente ou nao (isto &, se o sistema
possue solugdo ou nao). Se o sistema for possivel e determinado (isto é,
sem variaveis livres), use susbtitugdo para encontrar a tnica solugao. Se o
sistema for possivel e indeterminado (isto é, com variaveis livres) coloque-o

em forma escada reduzida por linhas e encontre o conjunto solugao.
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2. Considere o sistema de equagoes lineares

ary+To =0
cr1+xo=d

e Prove que o sistema tem uma tnica solugao se e somente se a # c;

e Se a = c. Mostre que o sistema tem solugao, se e somente se b = d.



. Dado a € R e 8 € R, considere o sistema de equagoes cuja matriz aumen-
tada é
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Para quais valores de o e (8

(a) o sistema nao tem solugao;
(b) o sistema tem uma tnica solugao;

(c) o sistema tem infinitas solugoes.

. Utilize a eliminagao de Gauss-Jordan para calcular a inversa de A

100 111 é_}_}_}

A=|2 1 3|, A=(1 2 2], A=
00 1 12 3 o=
0 0 0 1

2 -1
. Sejam as matrizes A = 321 e B=(2 0
1 2 -1 0 3

Escrevendo a matriz B em termos das suas colunas, B = [B; Bs], em que
Bi=(2 2 0)TeBy= (-1 0 3)T. Verifique que o produto AB pode ser
escrito como AB = A[B; Bs] = [AB; ABs).

Generalize para matrizes arbitrarias, isto é, se A € M;,xn(K) e B €

M, xp(K), com B = [B;y ... B,] onde B; é a i-ésima coluna de B.
Entdo, AB = A[B, ... B, = [AB; ... AB,).

. Sejam A uma matriz invertivel n X n e B uma matriz n X p. Mostre que
a forma escada reduzida por linhas de (A|B) é (I|C') onde C = A™'B.

. . 5 3 6 2 4 =2
. Considere as matrizes A = <3 2) B = (2 4> C = (—6 3)

Encontre matrizes X € M>(R) tal que

e AX+B=C
e XA+B=C
e AX+B=X
e XA+C=X

. Prove que se B é equivalente por linhas a A se e somente se existe uma
matriz invertivel M tal que B = M A.

. Determine os coeficientes a, b, ¢ e d da fungao polinomial p(x) = ax® +
br? + cx + d, cujo grafico passa pelos pontos ¢; = (0,10), ¢ = (1,7),
g3 = (3,—11) e g4 = (4,—14). Dica: Escreva um sistema linear associado.



10. Verifique (multiplicando corretamente) que a inversa da matriz M esta

11.

12.

13.

14.

15.

dada por
(a) M7t =T+ w?/(1—vTu)se M =T —uwT evTu#1
b) ML =+ U(I - VU)WV se M =1—-UV e (I - VU) 6 invertivel.
() ML= A~ 4+ AIU(W — VA~IU) 'V AL
se M =A—-UW™V eW — VAU é invertivel.

Considere as matrizes 3 x 4

100 1 010 0
Ar=[0 1 0 1|, 4=(0 0 1 0],
00 1 1 000 1
1000 1000
As=10 0 1 0}, 44=[0 1 0 0
00 0 1 000 1

Verifique que os sistemas homogéneos associados as matrizes A1, Ay, As
e A, admite uma solugao nao trivial. Isto é, verifique para cada matriz

Aj, j=1,...,4, que existe um T € R* diferente do vetor zero, tal que
Ajj? =0€ R3.

Agora, seja A € M, «n(R) tal que n > m (namero de incognitas é maior
que o numero de equagoes). Mostre que o sistema linear homogéneo AT =
0, T € R™, tem solugao diferente da solugao trivial (isto é, T # 0).

Dica: Use a forma escada reduzida por linhas.

Se A e B sao matrizes quadradas. Mostre que I — AB é invertivel se
I — BA for invertivel. Dica: Use B(I — AB) = (I — BA)B.

Quais dos seguintes subconjuntos sao sub-espacos vetoriais de R?? Esboce.
(a) W= {(x,y) €eR?:2 <0,y <0}

(b) W = {(z,y) € B? : 2 < 0}

() W= {(z,y) eER?: y <2}

(d) W={(z,y) eR?:y < z,2 <y}

() W={(z,y) eR? : 2 =y°}

Dado dois subespagoes vetoriais W7 e Wy de V. A intersecao Wi N W5 é
um subespago vetorial? e a uniao W7 U W57

Considere os subespagos vetoriais

_ 4, T+ 229 + 223+ 324 = 0
Wl - {(37171,‘2,333,.134) eR™: 2$1+5$2+4.’E3+8.’E4: 0

_ 4. T1+3r2+2x3+524= 0
W2_{(x1,x2,$371‘4)€R' 2 +4xy = 0 |~

Calcule o subespaco vetorial Wi N Ws.
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Dado uma matriz A = (ai;) € Mmxn(K), i =1,....m, j = 1,...,n.
A trasposta de A, denotada AT € M, (K), é a matriz definida por
(AT);j=ajiparai=1,...,m, j=1,...,n.

Mostre:

o (A+B)T = AT + BT;

o (ABT)T = BAT;

e Suponha adicionalmente que n = m, entdo (AB)T = BT AT.
Usando as seguintes propriedades do determinante det(A): (i) det(AB) =
det(A)det(B), (ii) det(aA) = o"det(A) e (iii) det(I) = 1 para todo
A, B € M, (K). Calcule det(adj(A)) e det(A™1).

Dica: Use adj(A)A = det(A)I.

Calcule o determinante das matrizes

2 0 0 1 2 0 0 1
01 0 0 00 0 0 2-a 4

A=116 2 of B=l1 0 2 o C‘<3 3—a>
11 -2 3 10 -2 3

Para a matriz C, encontre todos os valores de a para os quais o determi-
nante é igual a zero.

Para as seguintes matrizes determine se o vetor b estd em col(A) (espago-
coluna de A), se w estd em lin(A) (espago-linha de A) e se v € Nuc(A),
onde Nuc(A) é o nacleo da matriz A.

-1

11 -3\ N 7
eA={0 2 1| b=(1] w=(-1 4 1) o= 3
1 -1 —4 0 -1

Determine se os seguintes vetores sdo linearmente independente em R? e
esboge o correspondente espago gerado.

1 1 2
e (O], (O], |1
1 0 1
2 -2 4
o (1], 1], 2
2 2 —4
0 8
e (4], 8
2 24




21.

22.

23.

24.

25.

Determine se as seguintes matrizes sdo linearmente independente em Ms(R)
. 5 3 6 2 0 O
6 2/ \8 2)7 \—-6 3
. 10 0 2 2 6
0 2/ \0 0)” \0 3
. 11 10
0 1)7 \1 1

Determine se as seguintes fungoes sao linearmente independente em C/[0, 1]
(conjunto de todas as fungoes reais continuas definidas em [0, 1])

e cos(mzx), sen(mx)

e cos(w), 1, sen?(x/2)

Seja A € M, (R) uma matriz. Mostre que se {v1,...,v,} € R™ & line-
armente dependente, entdo {Awvy, ..., Av,} é também linearmente depen-
dente.

Agora suponha que A é invertivel. Entéo, se {v1,...,v,} € R" ¢é linear-
mente independente, entdo {Awvy,..., Av,} é linearmente independente.

Dados W7 e Wy dois subespagos vetoriais de V. Defina:
Wi+ Wy :={veV:v=w +wsy onde w; € Wi e wg € Wa}.

Mostre que W7+ W5 é um subespago vetorial de V. W1+ W5 é chamado de
soma dos espagos vetoriais Wy e Wa. Se adicionalmente, W1 N Wy = {0},
W1 + W5 é denotado por Wy @ Ws. Wy @ Wy é chamado de soma direta
de W1 e WQ.

Dados os vetores w; = (2 1 3)T,wa =3 -1 4T ews=(1 3 2)T em
V =R3.
(a) Calcule os seguintes subespagos:
Span(wy, w2, ws3), Span(wy, wz)+Span(ws), Span(w:, we)+Span(ws, wa).
(b) Descreva geometricamente cada ums dos subespagos mencionados.

(¢) Quais das somas descritas sao somas diretas?

Considere os subconjuntos Wy e Wy de M, (K),

Wy :={Aec M, (K): A= A"}

Wy = {A € M,(K): A= —AT}.

W1 é o subconjunto de todas as matrizes simétricas (4 = AT) e Wy é o
subconjunto das matrizes antisimétricas (4 = —AT).



Mostre que M, (K) = Wy & W, isto &, (1) M,(K) = Wy + Wy e (ii)
Wi N Wy = {0}, onde 0 representa a matrix zero em M, (K).

Dica: Dado A € M,(K), considere B := (A + AT)/2.

26. Um espago vetorial V possui dimensao k, dim (V) = k, se existem k veto-

res, {v1,...,v;} em V, tais que:

I Os vetores vy,...,v; sdo linearmente independente, isto é, sempre
que a1vy +. .., axvE = 0, com aq, ..., ar € K, necessariamente temos
que todos os a7, ..., a; devem ser iguais ao zero.

II Span(vy,...,vr) = V, ou seja, todo vetor v em V se escreve como
combinacao linear dos vetores v, ..., vg.
Um conjunto {vy,...,v} satisfazendo as propriedades acimas menciona-

das é chamada de base. Temos as seguintes propriedades:

(a) Todo espago vetorial possui uma base.

(b) Se {ws,...,wp} é uma base de V, com dim(V) = k. Entao, p = k.

(¢) O espaco n-dimensional R™ tem dimensao n, dim(R™) = n. O espago
das matrizes M, x,(R) tem dimensdo m x n.

(d) Se W & um subespago vetorial de V. Entao, dim(W) < dim(V).
Ainda mais, se dim(W) = dim(V'), entao W = V.

(e) Se Wy e W5 sao dois subespagoes vetoriais de V. Entdo temos que,
dlm(W1 + Wz) + dzm(Wl N WQ) = dzm(Wl) + dlm(Wg)

Usando essas informagoes responda, prove ou calcule:

e Se 51,5, sdo subespacos tridimensional de R®, entdo devem possuir
um vetor nao nulo em comum. Dica: O que acontece se S1NSy = {0}?

eSew; =4 26T, w=0B -1 4T ews=(1 3 2)T. Calcule a
dimenséo de Span(ws, wa, w3).

e Se {v1,...,v;} é uma base de V, se e somente se, todo vetor v € V
¢ escrito de maneira tnica como combinagdo linear de {v1,...,vx}.

e Dé exemplo de trés vetores vy, vs e v3 sendo {v1} Li., {va, v3} Li., vy
e v3 nao sao miltiplos de vy e {v1,v2,v3} 1.d.

e Dadosv; =(-3 5 2 DT ewva=(1 -2 —1 2)T. (i) Por que v;
e vo nao pode gerar R*? (ii) Encontre vetores v3 e v, que complete
junto com v € vo uma base de R*.

27. Encontre bases para lin(A) (espago-linha de A), col(A) (espago-coluna) e
para Nuc(A) (ntcleo de A).

1 1 =3 11 0 1 2 -4 0 21
A=10 2 1 A=(0 1 -1 1 A=|-1 -2 1 2 3
1 -1 -4 01 -1 -1 1 -2 1 4 4



28.

29.

30.

31.

32.

33.

Para quais nameros ¢ e d as seguintes matrizes tém posto 2?7 Lembre

que o posto de uma matriz A, posto(A), é a dimensao do espago-linha,
posto(A) = dim(lin(A)).

12505 g
A:OOCQZ,B:(ZC)
000 d 2

Ache todos os valores possiveis para posto(A) em fungao dos valores de a.

1 2 « 6 6 —4
A=1-2 4a 2 A=1-2 -1 «
a -2 1 le} 2 -1

Seja A € My, xn(R). Prove que todo vetor em Nuc(A) é ortogonal a todo
vetor em lin(A).

Para toda matriz A € M,,x,(K), temos

(a) posto(A) = dim(col(A)) = dim(lin(A)). Essa propriedade é geral-
mente abreviado como posto linha = posto coluna.

(b) Sempre, n = dim(Nuc(A))+dim(col(A)). Perceba que n é o nimero
de coluna de A.

Entao, com essas informagoes responda:

e Se m =n. Prove que A é invertivel se e somente se posto(A) = n.

e Qual é o posto(A) e a dim(Nuc(A)), em funcio da variavel a

1 1 « o 3 -1
A=[1 o 1], A= 3 6 -2
a 1 1 -1 -3 -«

Sejam A e B € M, (K). Mostre que AB = O, se e somente se 0 espago-
coluna de B ¢é um subespago de Nuc(A).

Seja A € Myxn(K) e B € M, x,(K). Considere C = AB € M,,x,(K).
Mostre que:

(a) O espago coluna de C' esta contido no espago coluna de A.

(b) O espago linha de C' esta contido no espago linha de B

(¢) posto(C) < min(posto(A), posto(B))

(d) Se as coluna de A e B sao Li, entéo as colunas de C' também séo 1.i.
)

(e) Se as linhas de A e B sao li, entdo as linhas de C' também sao
linearmente independente

(f) Se as colunas de B sao linearmente dependente, entdo as colunas de
C também sao linearmente dependente



(g) Se as linhas de A sdo linearmente dependente, entdo as linhas de C
também sao linearmente dependente

(h) O nucleo de B estéa contido no nucleo de C'

34. Seja A € My, xn(R). A matriz A tem posto 1, se e somente se A = uv’

para algum u € R™, v € R™. Dica: Toda linha é multiplo de alguma linha
nao nula.

Se A = wv”, prove que u é uma base para o espaco-coluna de A e vT ¢é
uma base para o espago-linha de A. Qual a dimensao de Nuc(A)?



