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Lista 4: Analise 11

A. Ramos *

17 de junho de 2017

Resumo
Lista em constante atualizagao.
1. Teorema de Weiestrass e teorema de Arzela-Ascoli;

2. Série de Fourier.

Mostre a identidade )
z(l—x) - k —k k
o Sl P 1) _r
- kgzox ( x) T ) B

para x € [0, 1].

. Seja f :[0,1] - R uma fungdo continua. Se fol 2" f(z)dx = 0 para todo n € N, entdo f(z) = 0 para todo

x € [0,1]. Dé um contra-exemplo, quando f nao for continuo.

Seja f : [0,1] — R uma funcdo continua. Usando o teorema de aproximagcao de Weiestrass, mostre que
existem uma sequéncia de polinémios p,, tal que > p, = f em [0,1].

Seja Py, o conjunto de polinémios de grau menor ou igual a k e I um intervalo compacto. Dado M > 0,
defina Py (I; M) := {p € Py, : [p(z)| < M,Vz € I}. Prove que Py (I; M) é equicontinuo.

Mostre que nio existe polinémios p, tal que p, — f em R, onde f(z) = sin(z) ou f(z) = exp(x). Por
que nao existe contradigao com o teorema de aproximacao de Weirestrass 7

Defina f: (0,1) — R com f(z) = 1/z. Mostre que nio existe sequéncia de polinémios p,, — f em (0,1).

Considere a sequéncia f,(z) := na®. Mostre que f,, possui derivadas limitadas no ponto z = 0, mas f,
nao é equicontinua nesse mesmo ponto.

Seja f : I x [a,00) = R continua e suponha também que F(t) := [ f(t,z)dx, para todo t € I. Defina
F,(t) = f: flt,x)dz, t € I, n € N. Mostre que a integral faoo f(t,x)dx converge uniformemente em I se
e somente se, se {F,,} converge uniformemente para F' em I.

Seja f, uma sequéncia equicontinua e simplesmente limitada num compacto K C R. Suponha que
toda subsequéncia uniforme convergente em K tem o mesmo limite f : K — R. Entao, f,, converge
uniformemente a f em K.

Dé um exemplo de uma sequéncia equicontinua de fungoes f,, : (0,1) — (0, 1) que nao possua subsequéncia
uniformemente convergente em (0, 1).

Considere uma sequéncia de funcoes f, : I — R de classe C2. Suponha que (i) f, converge a f em I; (ii)
existe algum a € I tal que {f/ (a)} é limitada e (iii) {f;/} é uniformemente limitada em I. Mostre que f
é de classe C'. Dica: Use a equicontinuidade.
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12. Calcule a série de Fourier das seguintes fungdes definidas em [—

7) e calcule dita soma
(a) f(x)=a, se (—m <z <0)e f(x)=b, se (0<z < ).
(b) f(z)=ax, se (—m <z <0)e f(z)=bzx, se (0 <z <m).
(©) f(@) = |zl e f(z) = exp(as), a # 0.
(d) f(z) =sin’(z) e f(z) = az +b
(

13. Defina f(z) = x, se 0 < z < 27. Use o teorema de Parseval para concluir que

=1
e

14. Considere a € (0, 7). Defina

flx)=1,se|z| <ae f(r)=0, se a < |z| <.

= f(x) para todo z € R.
(a) Calcule os coeficiente de Fourier de f
(b) Mostre que

Além disso, defina f(x + 2m)

Zsm(na) T a7(0<a<ﬂ_).
= n 2

(¢) Usando o teorema de Parseval, prove que

co .
ZSIH T —

2
(d) Faga « ir para zero e prove que
/°° sinz\?
0 X 2 '
Considere f : [-m,m) — R de classe C'. Suponha que existe k € N tal que
lim nfla,| =0e lim n¥|b,| =0,
n— 00 n—00

onde a, € b, sao os coeficientes de Fourier da fungao f
(a) Mostre que f é de classe C*

(b) Prove que as derivadas f™) (com m < k) é a derivada m-ésima da série de Fourier, com convergéncia
uniforme da série resultante.

Sejam f, g

[-7,7) — R funcoes de classe C! por partes. Se ambas fungdes possuem a mesma série de
Fourier, entao f e g sao funcoes identicas

Seja a € R com |a| < 1. Encontre as fungoes cujas séries de Fourier sdo dadas por

=, a™ cos(nx) "

a) - , ®) Z a siz(nw), © Z cos(nx

n=1

n=1



