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Abstract
Lista em constante atualizagao.
1. Métodos de descida, Newton, quase-Newton e gradiente conjugados

2. Para os exercicios que forem convenientes pode ser usado alguma linguagem de programacao.

1. lista de exercicio
METODO DE DESCIDA
2. Seja d uma diregao de descida para uma funcao derivavel f no ponto x € R™. Mostre que se f tem derivada continua,
o ponto 7 := x + ad estd bem definido, onde « é escolhido segundo as seguintes condicoes
(a) A condigao de Armijo,
(b) A condicdo de Goldstein
(¢) A condi¢ao de Wolfe e a condicao de Wolfe forte.

3. Seja f : R™ — R uma fungao derivavel cuja derivada é uma funcdo lipschitziana com constante de Lipschitz L (i.e.
IVf(z) — Vi)l < L||lz — yl||, para todo x,y € R™). Mostre que

FW) S F@)+ VI @ (s =)+ 5l —yl?, para todo 2,y € R”.

Isto é, a funcdo quadratica Q(y) := f(z) + V f(z)"(y — z) + £ ||z — y||* sobre estima a fungdo f em todo R™

Se ainda supomos que f é convexo, mostre que

L
< Z

illvf(w) = VIWI* < fy) = f(2) = V@) (v = 2) < Slly - =]

4. Seja f uma fungao duas vezes derivavel em R™. As seguintes proposicoes sdo equivalentes:

(a) A derivada de f Lipschitziana com constante de Lipschitz L
(b) [[V2f(z)|| < L, para todo x € R™.

5. Seja f € C’i’l(R”) e {x*} uma sequéncia gerada pelo método do gradiente com passo constante t;, = 1/L. Suponha
que ¥ — 2*. Prove que se V f(z*) # 0, para k € N. Entdo, 2* ndo é um maximo local.

6. Seja z° € R™ um ponto inicial e considere uma funcdo f € C’i’l((’)), onde O é um aberto que contem o conjunto de
nivel {x € R" : f(z) < f(2°)}. Adicionalmente suponha que f é limitada inferiormente. Seja {z**! := 2% + a;d*}
uma sequéncia de iterados, onde d* é uma direcdo de descida e ay, > 0.

Mostre que se ¢, satisfaz (i) a condigao de Wolfe, ou (ii) a condi¢ao de Goldstein ou (iii) a condigdo de Wolfe-forte. Entao,
a condicdo de Zoutendijk ¢ satisfeita i.e. >, _, cos?(6y)| f(z¥)||? < oo, onde cos(b) := —(d*, V f(zF))/||d* |||V f (=)

7. Considere uma matriz simétrica definida positiva A € M(n,R). (i) Mostre que {x,y) 4 := /2T Ay é um produto interno
em R”. (ii) Ainda mais, prove que v/ Amin(A)|z]l2 < ||zlla < v/ Amaz(A)|z]]2 para todo z € R™, onde || - ||2 é a norma
euclideana. (iii) Use o resultado anterior para provar que a sequéncia z* gerada pelo método de maxima descida (com
busca exata) aplicado ao problema min f(z) := (1/2)x” Az converge & solucdao * de dito problema e

— = <\/,E<’C—1> onde f = Amaz(4)

||xk'+1

|xk —a*|] — K+1 Amin(A)

METODOS QUASE-NEWTON
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. Verificar a formula de Sherman-Morrison-Woodbury para a inversa dada em aula.

. Seja F' : R® — R™ uma fungdo derivédvel tal que ||[DF(z) — DF(z*)|| < ||z — «*||? para todo = € B(z*,r) com

r > 0,p > 0. Prove que para todo z,y € B(x*,r) temos que

|F(z) = F(y) — DF(a7)(z — y)l| < Lz — yl|l max{||z — 27", [ly — =*[|"}.
Prove que se z* é tal que F(z*) = 0 e DF(z*) é invertivel. Existe, uma vizinhanca de z*, tal que para todo z nessa
vizinhanga temos que ¢ ||z — z*|| < ||F(z)]] < eal|lz — 2*||, para certos ¢1, co positivos.

Mostre que todas atualizagdo dadas em aula dos Byi1(Hgt1) (SR1, PSP, BFGS, DFP, etc) satisfazem os problemas
de otimizacao dados.

Demonstre o Teorema 5.4.4 do livro de Sun et al.
METODO DE GRADIENTES CONJUGADOS LINEAR E NAO LINEAR

Seja (Q uma matriz simétrica definida positiva. Verifique que no método de Gradiente Conjugados linear temos que
para k > 1
span{r®, r1 72 .. ¥} =span{d®, d*,d?,...,d*} = span{r® Qr®, Q%r°,... Q"r°}.

Encontre os minimos das quadréticas usando método dos gradientes conjugados

(a) q(@,y) = —2y +1—y+2®+ (1/2)y, com 2° = (0,0)"
(b) q(z,y) = =3z — 4y — 0.5 + 22y + 2% + y2, com 20 = (2, 1)T

Suponha que o método de gradientes conjugados nao linear é implementada de forma que o pardametro do passo ay
satisfaz a condigao forte de Wolfe, com ¢y € (0,1/2), e que |B;| < BEE, Vk € N. Entdo, mostre que

1 V(P Tdx L2001

- ara k=0,1,2,...
1=~ VP~ T-a " S
Conclua que as direcdes d* sao direcoes de descida.
Seja @ uma matriz simétrica definida positiva e considere {v!,... v"} uma familia de vetores linearmente indepen-

dentes. Defina

k
db =o' e dFTTi=oFt - Zefﬂdi, para k=1,2,...,n—1,
i=1

onde 0¥ = (WV*+NTQd! /(d) T Qd'. Mostre que {d',...,d"} sio Q-conjugados.
Prove que para o método de Gradiente conjugados linear, sempre temos que (d*, Ad*) = —(d¥, Ag*), onde g* := Vq(a*).
Mostre as seguintes relacoes para o método de gradientes conjugados linear

(a)

I R o T !
T QdRy T (dF,QdRy — (dF, QdF)
(b)
LR R QdRy (R Qrky
Phet = T T @ dy (@, OdY)

Seja {z¥} uma sequéncia gerada pelo método de gradiente conjugados linear. Mostre que em cada nova iteracio, o
iterado x* se aproxima (positivamente) & solucio otima z*, isto é, [|z* —x*|| é uma sequéncia estritamente decrescente.
Para isso faga o seguinte:

(a) Mostre que (d*,d?) > 0, para i # j.

:L'k_1||2 k k—1

(b) Compare ||z* — 2¥||? com ||z* — , escreva 2% — zF~1 como combinagao linear das diregoes {d’} e use o item

anterior. Conclua.

Considere os matrizes e vetores

2 1 -1 1 1 0
Q=11 3 2 |,b=(2],v=(0],w=]2
-1 2 4 1 0 2

(a) Verifique de v e w sdo Q-conjugados
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(b) Minimize a fungao quadratica ¢(z) := %xTQx — bT'x sobre o plano gerado pelos vetores {v,w}.
Dica: Use como guia e informacao o item anterior

METODO DE REGIAO DE CONFIANCA

Mostre que d* é a solucao do problema
1
min m(d) := f 4+ g7d + §dTBd sujeito a  ||d||2 < A,

se, e somente se existe A > 0 tal que (i) (B + M)d* = —g, (ii) ||d*|| < A, (iii) A(]|d*]| —A) =0e (iv) B+ Al é uma
matriz semi-definida positiva.

Conclua que se a solugdo 6tima d* esta no interior da bola {d : ||d|] < A} temos que Vm(d*) =0e B * 0.
(Generalizagao do passo de Cauchy.) Considere D uma matriz n x n defina positiva.

(a) Seja df, solugao otima de
min f(z*) + d”¢* sujeito a || Dd|| < A.

Prove que d’& = —HDAT’“,CHDng.
(b) O passo de Cauchy Generalizado é definida como
my(dgg) = min{my(d) : d = 7dg, | Dd|| < A}.

Assim, o passo de Cauchy Generalizado é

dé = midé = =7, ﬁgkk D=*g",
onde 73, := argmin my(7d%) s.a ||[7DdE|| < A. Mostre a seguinte expressio para Ty
1 se (¢")TD2ByD2gk <0
Tk = {min{ Ak(gkl‘fg,gng,zgk 1} caso contrario

Observagao: Se D = I, recuperamos o passo de Cauchy.

(a) Descreva o método de regido de confianga

Considere as seguintes hipdteses

(H1). A solugido aproximada do modelo d* satisfaz pred, = my(0) — mg(d¥) > c1||gr| min{Ag, Ng’;l“'} para certo
c1 € (0, 1)
(H2). O passo d* satisfaz ||d*|| < yAy para certo v > 1.

(H3). As hessianas { By} sdo uniformemente limitadas por alguma constante 8, i.e., || Bkl < 8, Vk.

(a) Verifique que o passo de Cauchy d¥, satisfaz a desigualdade descrita em (H1) com ¢; = 1/2.

(b) Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo método de regido de confianga. Mostre que se f € C! e as hipSteses (H1),
(H2) e (H3) sao satisfeitas. Entao:

A (§78% + supgeo [V £(a* + 6d") = V("))

lor — 1] < |
c1lgx || min{ Ay, I‘\lgilu}

(¢) Usando as mesma hipdteses do item anterior, conclua que depois de um ntmero finito de passo mal sucedidos,
temos um passo bem sucedido.

(d) Seja {x*} uma sequéncia gerada pelo método de regido de confianga. Mostre que se f € C* com V f uniformemente
continua e as hipéteses (H1), (H2) e (H3) sdo satisfeitas. Entdo, liminf V f(z*) = 0.

(e) Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo método de regido de confianga. Mostre que se f € C? e as hipéteses (H1),
(H2) e (H3) sdo satisfeitas, com By, := V2f(z*), Vk. Entdo, liminf V f(2*) = 0 e liminf \,,,;,, V2 f(2*) > 0.



