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11 de maio de 2017

Resumo
Lista em constante atualizagao.
1. Convergéncia pontual e uniforme
2. Série de poténcias
Notacao: N:={1,2,...,}. A convergéncia uniforme é denotado como f, = f.

Convergéncia uniforme e séries de poténcias.

1. Enuncie e demonstre em detalhe, com as hipoteses suficientes, que:

(a) Uma sequencia de fungoes converge uniformemente se, e somente se a sequencia é de Cauchy

O limite uniforme de fungoes continua é continua.

)

(¢) O limite uniforme de fungdes integréveis é integravel e a integral do limite é o limite das integraveis
) O limite uniforme de fungdes derivaveis é derivavel e a derivada do limite é o limite das derivadas.
)

Mostre o Teorema de Dini.

2. Veja se as seguintes séries de fungoes convergem uniformemente no conjunto X.
() Dnen i X =R > nen szzi(::/)m X=R; >, en Cosgéx3), X =R
(b) 2nen GTrnemnes X = [—a.al,a>0,e > 0; >onen o X =a,00),a > 1
(©) Coen(—1)" gl X = [e,27 —¢l,e >0 e ¥,y S, X = [0,00)

(d) > nen p2 VX = (0,1) e >, cn nsin(z/n?), X = [~a,ad]

3. (Regras de célculo para convergéncia uniforme) Sejam f,, g, : X — R sequéncias de funcbes com f,, = f
e gn — ¢. Entéo:

(a) Mostre que fn 4+ gn — f +g.
(

=

) Para qualquer sequéncia convergente de numeros reais a,, € R com a,, — a tem-se a, f, — af.

(¢) Mostre que f,g, — fg pontualmente. De um exemplo onde a convergéncia néo é uniforme.

(d) Se f e gn sdo uniformente limitadas (isto é, existe K > 0 tal que sup{|fn(z)|: 2 € X} < K,n eN.
Similarmente para a sequéncia g,,). Entdo f,g, — fg.

(e) Se existe K > 0 tal que inf{|f,(z)|:z € X} > K, n € N. Entdo, 1/f, = 1/f.

(f) Prove que ¢o f, — ¢o f, se ¢ : R — R é uniformente continua.

4. Considere f,(z):=(1+Z)", x € R, n € N.
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(a) Prove que f,, — exp(z) pontualmente e a convergéncia uniforme em cada intervalo [a, b] € mathbbR.
n2+(n!)l/n n nn+1+(n+1)n n _
(b) Mostre que (——z—)" — exp(l/e) e (——mrr——)" — exp(e), onde e = exp(1).
Sejam f,,, f : X — R fungoes. Prove que f,, — f see sup{|fn(z) — f(2)|: 2 € X} — 0 quando n — oo.

Seja fn : [a,b] = R uma sequencia de fungoes continuas tal que f, — f uniformente em D C [a,b]. Se D
é denso, mostre que se f é uniformente continua entéo f, — f em [a, b].

Seja fy : [a,b] = R uma sequencia de fung¢oes uniformente Lipschitziana, isto é, existe K > 0 tal que
|fn(z) = fu(y)| < K|z —y|, Yo,y € [a,b], n € N. Mostre que se f, — f entdo f, — f.

Seja fn : [a,b] = R uma sequencia de fungoes, tal que para toda sequencia x,, € [a, b] convergente tem-se
que fp(z,) — 0. Mostre que f,, — 0.

Verfique as seguintes igualdades:

2n+1

o z" : 00 n_x 0 n_z?"
(a) exp(z) = >, 2o T7» @ € Ry sin(z) = 3,7 (—1) G T ER; cos(x) =2, 2o(—1) G T ER;

[eS) 2n+1 [e%S) n n n n
(b) log(1£2) = 23200 Sops @ € (=1, 1); g = Yope WHRmEgn 4 ¢ (—1,1)

Expanda as fungoes em série de poténcias ao redor do ponto x*. Determine o raio de convergéncia da
série obtida

(a) f(x) = 5=, o # £2; f(2) = 55, 2 # 3; f(2) = tan(x), * £ 0.
Determine o intervalo de convergéncia de cada uma das séries de poténcias

(a) df

(Critério de Raabe) Seja
. An41
L:= lim n(l - —).

n—00 Qn,

(a) Se L >1 ou L = oo, entdo a série > -, a, converge.
(b) Se L €[0,1), a série Y ° | a, diverge.

o0

Mostre que se Y~ | |a,| < oo, entao as séries Y - | a, cos(nx) e Y - | apsin(nx) convergem uniforme-

mente em R.

Prove que para todo z € (—1, 1], tem-se que

log(1+x) = i #m"

n=1

0o (71)n+1
n=1 n

Em particular, log(2) = >

Seja g : R — R uma fungéo periddica de periodo 2, tal que g(z) =z, z € [0,1] e g(z) =2 —z, z € [1,2].
Defina a série formal

F) = Z(Z)ng(zm).

n=0

Mostre que f estd bem definido que é uma fungao continua em R mas nao é derivavel em nenhum ponto.

Seja f : R — R uma funcado definida como f(z) = exp(—1/z), z > 0 e f(z) =0, z > 0. Mostre que f é
de clase C'*° em R mas nao ¢é analitica em x = 0.

Determine o intervalo de convergéncia de cada uma das séries de poténcias:
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() Yooy g™ 5 ol a5 Yonl, Mat,

(b) T, S b > 0> 0 305, (B8 § X, (<L) sin(L)an.

n=1 a™+b" n=1\5n+7 n=1 n
0o z" . oo 2"log(n) n . oo (=2)"n! n
(C) Zn:l nl/n? I anl Snnnl/nx ) Zn:]_ 6”2 .
Assuma que ZZOZO anx™ converge para x = —4 e diverge para x = 6. Quais das seguintes séries divergem
ou convergem?
o0 oo o0
. n n n
(a) E an; (D) g (=3)"an, e (c) E (=1)"a,9™.
n=0 n=0 n=0
Usando a derivacao e integragao termo a termo, calcule as seguintes somas de séries de poténcias.
X .n e 2n—1 e e X 4n
x x x
. n—1 . 2n—1, 3..n.
(@ = () _(-1) (@)Y na® Tl (d)Y e ()Y
n 2n —1 an
n=1 n=0 n=0 n=1 n=0

Desenvolva as sequiente fungoes em séries de poténcias ao redor do origem (série de Maclaurin). Indique
os intervalos de convergéncia.

(@f @) =% Of() =sin@): (@f @) =sint(oh (@f(e) = P (@) = [ Fhae

Considere a fungao

flz):= Z exp(—2"2) cos(2"x).

n=1

Mostre que f é de clase C°°(R) mas nao é analitica em nenhum ponto.

Faga os primeiros 42 problemas do capitulo X do livro texto.



