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Lista 2: Otimizacao I

A. Ramos *

September 3, 2017

Abstract
Lista em constante atualizagao.
1. Convexidade (continuacao)

2. Condigoes de otimalidade

. Usando a nogao de projecao prove as seguinte versoes do teorema de separagao de Hahn-Banach (Caso finito dimen-

sional).

Sejam K7 e Ky conjuntos converos nao vazios de R™ com intersecao vazia, i.e. K1 N Ky = 0.

(a) Se z ¢ cl(K1). Mostre que existe a € R™, v € R tal que (a, z) < v < (a,z), para todo = € K;.

(b) Ezisténcia de um hiperplano suporte. Se z € cl(K7) \ int(K7). Mostre que existe a # 0 € R™, v € R tal que
(a,z) < < {a,x), para todo = € K;. Dica: Use o item anterior e a continuidade da projecao.

(¢) Se K; é compacto e Ko é fechado. Prove que existe a € R™, 71,72 € R tal que (a,z) < 11 < 72 < {a,y), para
todox € Ky ey € Ks.

. (Lema de Farkas) Seja A uma matriz m x n e ¢ € R™. Entao, exatamente uma das seguintes sistemas tem solugao.

(a) Existe x tal que Az <0, ¢’z > 0.
(b) Existe y tal que ATy =¢, y > 0.

Dica: Use os teoremas de separacao de Hahn-Banach.

(a) Seja C # () um conjunto convexo fechado de R e z* ¢ C. Mostre que existe p # 0 tal que p” (z —2*) < 0, Vz € C.
(b) Seja C' # () um conjunto convexo de R™ e z € dC. Entao, existe n # 0 tal que (n,c—¢) <0, Vc € C. Isto é, no
caso finito-dimensional, o cone normal de C' em um ponto da fronteira admite sempre um elemento nao nulo.

(a) Seja K é um cone. Mostre que o cone K convexo se, e somente se K + K C K.

(b) Seja K C R™ um cone convexo. Prove que M := K N —K é o maior subespago linear contido em K, e que K — K
é o menor subespago linear que contem K.
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Seja C' # 0 C R™. Mostre que conv(C) é compacto se C' é compacto. Forneca um exemplo em que conv(C) nao é
fechado mesmo que C' for fechado.

(a) Se C1 C Cs. Mostre que C5 C Cf. Fornega um exemplo onde C§ = CY mas C5 # Cf.

(b) Sejam C; e Cy dois cones. Prove que (C; + C2)° = CY N CS

(¢) Se C; e C5 sdo dois cones convexos fechados. (C1 N C5)° = cl(CY + C3)

(d) Seja A uma matriz real m x n. Defina C := {x € R" : Az < 0}. Mostre que C° = {ATX: X\ € R™ \ > 0}.
(e) Prove que [Sym'"(R)]° = —Sym'["(R).

Seja K # () um cone convexo. Prove que se z € int(K), entdo {x,y) < 0 para todo y # 0 € K°.

Seja V := {v1,...,v,,} um conjunto de vetores em R™. Mostre que V é um conjunto afim independente ! se, e somente
se para todo j = 1,...,m os vetores {v1 — v;,...,Um — v;} \ {0} sdo linearmente independentes.

Prove o teorema de dualidade forte de Programacao Linear, usando os teoremas de separagao de Hahn-Banach.
Seja C' um conjunto nao vazio de R™. Defina
C®:={deR":3 zeC, talque x +td € C, VYt > 0}.

O conjunto C'*° é chamado de cone de recessdo. Desenhe. Verifique o seguinte:

*Department of Mathematics, Federal University of Parand, PR, Brazil. Email: albertoramos@ufpr.br.
1O conjunto V := {v1,...,vm} é afim independente, se a tinica solugdo do sistema S v =0, >, oy é a solugdo nula.
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(a) Mostre que C'™ é um cone nao vazio. Se C' é convexo, entdo temos que C* é um cone convexo.
(b) Se C é convexo fechado. Verifique que C*° ={d e R": C+d C C}.
(¢) Suponha que C' é um conjunto convexo fechado. Prove que C é limitado se, e somente se C* = {0}.

Homogenizagio. Seja C' # ) um conjunto convexo em R”. Defina C' := {(x,1) € R" x R, z € C}e K(C) =

{t(z,1),t > 0,2 € C}. O conjunto K(C') é chamado de homogenizagdo de C. Prove que K(C') é um cone convexo e
que c{K(C)} = K(C)U{(d,0) :d e C>}.

Seja f: U — R uma fungao convexa derivavel no aberto convexo U C R™ e x* € U. Prove que
conv{y € R" : y = lim Vf(z"), z" — 2"}
n—oo
é um convexo compacto.

(Testes de convezidade usando derivadas). Seja f : E — R diferencidvel, onde E é um espago finito-dimensional ( por
exemplo, £ = R™, E = Sym™(R), .., etc). Entao, f é (estritamente) convexa se, e somente se algumas das siguentes
condigoes valem:

(a) fly) =2 (>)f(x) +(Vf(x),y —x),Vo,y (comz #y)

) Vf(z) é (estritamente) mononota. i.e. (Vf(x)—Vf(y),z—y) > (>)0,Ve,y (com z #y )
(c) V2f(z) > (>)0, para todo z. (aqui assumimos que f é duas vezes diferencidvel)
(d) Dé um exemplo de uma funcao f: (—1,1) — R estritamente convexa tal que f”(0) = 0.

) Seja f(X) := —In det(X), X € SymZ, (R). Use o item (b), que Vf(X) = =X ( X € Sym}", (R)) e que
trZ+trZ~' > 2m, VZ € Sym’’_ (R) (com igualdade se, e somente se Z = I) para provar que f(X) := —In det(X)
¢é estritamente convexa.

Determine a convexidade

(a) f(z,y) =ze~ @Y f(z,y,2) = 2% + 3y + 92% — 22y + 6yz + 222
(b) Mostre que f(x) := g(Ax + a) é convexa, se g é convexa, A é uma matriz m x n e a € R™

(¢) Prove que f(z) = 0(g(x)) é (estritamente) convexa se g é (estritamente) convexa e 6 é (estritamente) nao decres-
cente.

Considere que f : U — R é uma funcido de classe C2, onde U é um aberto de R”. Suponha que f é uma funcio
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harmonica em U, isto é, Af(z) :== Y| %f(m) = 0, para todo x € U. Prove que se z* é um ponto critico de f e a

Hessiana de f em x* nao é identicamente nulo. Entao, * deve ser um ponto de sela.

a Seja :R — R uma fun(;éo de classe Cl. Prove que se tem um minimo local que nao é minimo global. EHtéO,
g
f deve ter um outro pOIltO critico.

(b) Considere f(z,y) := (zy —x — 1)? + (22 — 1), Prove que f tem dois minimos locais.
(c) Prove que f(x,y) := 2% — 3we¥ + 3% tem um tnico critico ponto que é minimo local mas nao é minimo global.
Compare com a item (a).

(Condigdo suficiente para otimalidade). Seja f : U — R uma funcdo de classe C2, onde U é um aberto de R™. Se
x* € U é um ponto critico e V2f(2*) é definida positiva. Entdo, 2* é um minimo local estrito de f em U.

Considere o problema de minimizac¢ao de uma funcao diferencidvel sobre um espaco afim.
min f(z) sujeitoa Az =0»,
onde f:R™ — R, A é matriz m x n e b € R™. Se z* é um minimizador local entdao projy 4,V f(z*) = 0.

Seja A uma matriz quadratica n x n, b € R™ e considere o problema de quadratico
1
min f(z) := §<z,Ax> + (b,x) sujeitoa x>0

Se z* minimizador local deste problema quadrético, mostre que Az* +b > 0, 2* > 0 e (Az* + b,z*) = 0. Ainda mais,
prove que essas condigOes sao suficiente para a otimalidade se A é definida positiva.

Seja f : R™ — R uma fungao convexa derivavel, C' € R™ um conjunto convexo fechado, e t > 0. Prove que z* € C é
solugao do problema minf(x) sujeito a x € C' se, e somente se * = proj(z* — tV f(z*)).

Seja {e!,...,e"} a base canonica de R™ e considere o problema do elipsoide de volume minimo
min —In det(X) sa [[Xe|<1,Vi=1,...,n e X €Sym},(R).

(a) Prove que o problema admite solugao.

(b) Use as condigoes de otimalidade de primeira ordem para mostrar que X = I é a tnica solugao de dito problema.
Dica: Veja exercicio 11 (e).

(c) Deduza a desigualdade de Hadamard, i.e. det(z'a?...2") < ||zY|||2?|...|z"| para qualquer matriz (z'z?...2") €
Sym/ | (R).



