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Resumo
Lista em constante atualizagao.
1. Produto escalar, projecao ortogonal e combinagdes lineares

2. Produto Vetorial, volume e produto misto

1 Produto escalar, projecao ortogonal e combinacoes lineares

O produto escalar de U e V, denotado por U.V é o numero definido como U.V = viu; + vous + « -+ + vply,
onde U = (u1,...,un) eV = (v1,...,v,) em R”. Com o produto interno podemos calcular o comprimento dum
vetor usando ||V||? = V.V e também o angulo 6 entre dos vetores, através da formula

UV = ||U]J|||V]| cos(0).

Usamos o produto interno para ”projetar”o vetor V sobre o vetor W. A projecdo ortogonal de V sobre W
denotado por projy (V') é o dnico vetor paralelo a W tal que V — projy, (V') é ortogonal a W, i.e. projy (V)//W
e (V —projy(V)) L W. Existe uma formula para calcular projy, (V) dada por

w.yv

%
= W, se W# 0.
w2

projy (V)

Proceda a responder as seguintes questoes
1. Considere os vetores U e V, com U = aV. Entao,
e Se V # 0, temos que |a| = ||U]|/||V]].
e Calcule proj U.

2. Determine o valor de o € R, de forma que A = (4,,4), B = (10, , —2) e C = (2,0, —4) seja os vértices
de um triangulo equildtero. Rpta o = 2, —2.

3. Calcule [U =V, se |U|| =13, |[V||=19 e |[U + V|| = 24. Rpta 22

4. Sabemos que se U.V = U.W nao necessariamente V' = W (Apresente algum exemplo). Mas, mostre que
se U.V = U.W vale para todo vetor U, entao V = W.

5. Considere os vetores U e V. Se Z(U,V) = 60°, ||U| = 5, ||V]| = 8. Encontre |[U + V| e |[U —V]||. Rpta
U+ V]| =v129, |[U-V|=T.

6. Se Z(U,V) =45° e |[U|| = 3. Ache a norma de V tal que U — V seja perpendicular a U. Rpta ||V | = 3v/2.

7. * Qual a distancia que percorreu uma pessoa que primeiramente percorreu 5 m na direcao sudoeste, 10
m da direcao norte e finalmente 8 m na direcao leste 30° norte. Dica: Faga o esboco do percorrido, use

cos15° = (v/2 + v/6) /4. Rpta /269 — 70v/2 — 201/6.
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8. Se os lados de um tridngulo equildtero ABC tém medida 2. Calcule ﬁﬁ + 13_(,>”.CA + CA.I@. Rpta:
-6
9. Considere trés pontos A, B e C, tais que Z(BA, BC) = 60°, o segmento AB tem tamanho 6, e o segmento
BC tem tamanho 8. Encontre o valor de E.C’ . Dica Faga o esboco. Rpta -24.

10. Encontre um vetor U com norma /2, Z(U, (1,—1,0)) = 45° e U L (1,1,0). Rpta (v/2/2,—v/2/2,1) ou
(V2/2, —v/2/2, 1)

11. Se U e V sao vetores nao nulos. Entao

. . (U.V)?
projy (projy V) = =7 V.
v TVl
Interprete geometricamente.

12. Seja U = (uy,us,u3) € R3. Mostre que U = proj-U + pr0j7U + projzU. Verifique também que
projy U = proj,U para qualquer a # 0.

. ~ 3 _ =t _ ?

13. Considere trés pontos, A, B e C em R> e defina os vetores U = BA e V = BC. Mostre que o vetor
W =U/||U|| + V/||V]|| é bissetriz do angulo Z(AB, BC).

14. Encontre um vetor U com norma /5, ortogonal a (2,1, —1) tal que {U, (1,1,1), (0,1, —1)} seja linearmente
dependente. Rpta: (1,0,2) ou (—1,0,—2).

15. Considere uma circunferéncia C no plano, cujo uns dos didmetros é o segmento AB (A = (—3,-1),
B = (5,3)) e considere uma reta que passa por (13,0) e (0,13/2) que é tangente & circunferéncia C.
Encontre as coordenadas da intersegao da circunferéncia com a reta. Rpta (3,5)

16. Considere o tridngulo com vértices A = (1,1,0), B = (5/3,1/3,2/3) e C = (0,0,1) e H ponto médio do
segmento AB. Ache o ponto M dentro do tridngulo tal que MH é ortogonal a AB e a distancia de H a M
¢ a metade do comprimento do segmento HC. Rpta M = (2/3,1/2,1/3).

Considere vetores Uy, Us,...,U, em R™. Dito conjunto de vetores é linearmente independente (1.i) se o

tnico jeito de que

%
a Uy + aUs + agUs + -+ - 4+ Uy, = 0

é que a1 = 0,05 =0,...,a, = 0. Caso contrério, dizemos que os vetores sao linearmente dependente (1.d).
Assim, para determinar se certo conjunto de vetores Uy, Us,...,U,, sao linearmente dependente ou nao,
devemos montar o sistema,

_)
OélUl +OéQU2 +043U3+"'+OémUm =0

com incégnitas oy, aa, . . . ayy e resolver dito sistema. Se a tinica solugdo é a solucao nula (i.e. todos os a’s iguais
a zero) os vetores sao Li, caso exista solugao com algum «; diferente de zero, os vetores sdo necessariamente 1.d.

1.

2.

3.

Verifique se os vetores dados sao 1.i ou l.d.

(a) U =(0,1,0),V =(2,0,2) (b) U =(1,2,3),V =(0,4,1),W = (2,0,7) (¢) U = (cos8,sinf),V = (cosf, —sin §)

—
Considere vetores U = PA, V = ﬁ eW = ﬁ Mostre que:

e P, A, B e C estao no mesmo plano (i.e. sdo coplanares) se e somente se U, V e W sdo 1.d

e P, A e B estdo na mesma reta (i.e. sao colineares) se, e somente se U e V sao l.d.
Mostre que

e Se {U,V} é1.d, entao {U,V,W} também é 1.d
o Se {U,V,W} éli, entdo {U,V} também é 1.i. O que vc pode dizer acerca de {U, W}?



_)
4. Se U é ortogonal a V (com U e V diferentes de 0 ). Entao, U e V sao linearmente independente. Interprete
geometricamente.

Dica Monte o istema aU + BV = 0 e faga o produto interno com U e depois com V. Note que como U
é diferente de 0, ||U||? = U.U # 0, similarmente para V.

2 Produto vetorial, volume e produto misto

No espaco R3, podemos definir o produto vetorial. O produto vetorial V x W é um vetor em R? cujo componentes

Sa0
VXW:(det(vz vs),_det(vl )dt( ))
w2 W3 w] w3 w) Wy

onde V = (v1,v9,v3) e W = (wy, wa, w3).
O vetor V' x W tem as seguintes caracteristicas:

e O comprimento (norma) de V' x W é

[V x W =||[V|[|W]sin6, onde 6 é o angulo entre V e W.

Note que |V x W/|| coincide com a drea do paralelogramo determinado por V e W.

e O vetor V x W é perpendicular a V e W. Como consequéncia, V x W é perpendicular ao ”plano” definido
por Ve W.

e O sentido de V' x W é dada pela regra da mao direita. Assim, V x W = -W x V.

e O produto (V x W).U é chamado de produto misto de U, V e W. O produto misto é um nimero e
|(V x W).U| coincide com o volume do paralelepipedo determinado por U,V e W.
Existe uma formula rdpida para calcular (V' x W).U dada pela seguinte expressao.

v1 V2 U3
(VxW)U=det |uwr w2 ws
uy ug us

o IV x W =0, se e somente se Ve W sao paralelos

Observagao Nao existe produto vetorial para vetores no plano.
Com essas informagdes responda os seguintes exercicios.

1. Considere os vetores U = (2,-3,1), V =(2,2,0) e W = (1,-3,4). Calcule:

e UxVeVxU
(UxV)xW,Ux (VxW)
(UxV)x (UxW)

(U x V)W, V.(V x W)
U+V)x (U+W)

Dica Calcule com cuidado e pode usar propriedades geométricas.

2. Mostre que
IV < U|* = [V[*[W]?* - (v.w).

Observagao Essa formula pode ser muito 1til para calcular rapidamente o norma de V' x U.
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11.
12.

13.
14.

(3,0,4) e C = (5,1,3). Rpta /101/2.

Qual é a drea do triangulo com vértices A = (1,2,1), B =
— —
Encontre U € R? tal que U x (7) + k)= 2(? 7 k

+ Ye |U|?=6. Rpta U = (—1,2,1).

- = - = —
Considere um vetor U ortogonal a i + j ea —i + k, com norma /3 e cujo angulo 6 entre U e j
satlsfaz_fos ¢9_>> 0. Com essas informagoes, ache U. cha Escreva U como wy ¢ +usj + usk. Rpta
U=—-1+j — k

Se VxU=W xU comU+# 0. Entao, W = V.2

Prove a férmula para o produto vetorial duplo

Ux (VxW)=(UW)V - (UV)W

Considere um plano P que contém trés pontos A = (1,0,0), B = (0,1,—-1) e C = (1,1, —1). Encontre o
centro de uma esfera de radio 3v/2 que é tangente ao plano P e passa por C.

Rpta (—1,-2,2) ou (—1,4,—4).

Considere uma piramide regular com base ABCD onde A = (1,0,0), B = (0,0,1), C = (0,v/2,1) e
D = (1,4/2,0). Encontre o vértice P da piramide se a piramide tem volume igual v/2.

Dica: O volume da pirAmide é 1/3 da 4rea da base pela altura. Rpta P = (2,1/2/2,2) ou P =

(_L ﬁ/Qa _1)

Resolva os seguintes sistemas:

@Ux(7+j)=—1+7 el (?+7) —2. RptaU = (1,1,1)
M Ux(T-F)=7,U+V=7+7e|U]=1

Rpta U = (0,0,1),V =(1,1,-1) ou U = (1,0,0),V = (0,1, -1)

©U+T-2K)x (T 427 ~F)=—1+ 7 +EeU(7+27 + £)=10. Rpta U = (3/2,4,1/2)

X

Se h é a altura de um triangulo ABC relativa a AB. Mostre que h”zﬁ” = ||E X ﬁn

Se [|[U|| =3, ||V =4, £(U,V) = 120°. Calcule o volume do paralelepipedo determinado por os vetores
UxV,UeV.

Considere trés vetores no espago. Mostre que U x V', U e V sao linearmente independente, se ||[U x V|| # 0.

Se U = (1,2,—-1), V =(0,3,-4), W = (1,0,v3) e Z = (0,0, 2). Calcule o volume do tetraedro ABCD, se
ﬁ = proj, U, AC é o vetor oposto a W e BD = proj,(AB x AC).
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