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Resumo

Lista em constante atualizagdo. (1) Integral inferior e superior; (2) Fungoes integraveis.

Integral inferior e superior; Funcoes integraveis
1. Faca os 6 primeiros problemas do capitulo IX do livro texto.

2. Encontre fungoes limitadas f, g : [a,b] — R tal que

. f:f(x)dx+f;gxdx< fb () + g(z))dz
e Se f(z) < g(x), Vz € [a,b] mas f f(z)dx = fbg (z)dz. Mostre que, no caso em que f e g sdo
continuas, se f(z) < g(z), Vz € [a,b] entao f f(z)dz < f:g(m)dac

3. Sejam fi,..., fn : [a,b] = R fungdes integréveis e escalares nao negativos ¢; > 0, i =1,...,m. Considere
uma fungao f : [a,b] — R tal que

w(f; X) < Z w(fi; X), para todo X C [a,b].

Mostre que f é limitada e integrével em [a,b]. Com essa informacao, prove que

(a) 1/f é integravel, se f ¢ integrdvel em [a,b] e f(z) > ¢ > 0, Vz € [a,b].

(b) max{f,g} e min{f, g} sao integrdveis se f,g sdo integrdveis e limitadas. Em particular f* :=
max{f,0} e f~ := —min{f,0} s@o integrdveis se f é limitada e integrével.

(c) V/f ¢é integrével, se f é integrdve e f > 0 em [a, b].

4. Seja f : [a,b] — R limitada e considere um ponto z* € [a,b]. Para cada § > 0, defina:

w(f;0) :=w(f;(z* — 6,2 +6) N[a,b]).
e Mostre que existe limgs_,ow(f;0). Denote esse nimero por w(f;z*), qual é chamada oscilagao de f
no ponto x*.
e Prove que f é continua em z* se, e somente se w(f;z*) = 0.

e Seja f uma fungdo que tem limites laterais em z*. Entéao, se f(a) ¢ (f(z*—), f(z*+)), w(f;2*) =
|f(z*+) — f(z*—)| (i-e. a oscilagdo é igual ao valor absoluto de seu salto nesse ponto)

e Prove que f ¢ localmente Lipchitz em z*. Entao, limsups_,qw(f;0)/d < co. Mostre que a reciproca
é falsa. Lembre, f é localmente Lipchitz em z*, se existe 6 > 0 tal que f|y é Lipschitz, onde

X = [a,b] N (z* — 6,2* + 9).
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5. (Funcoes convexas) Seja f : R — R uma funcdo, onde R := R U {oo} O dominio efetivo de f é o conjunto
dom(f) :={z € R: f(z) < oo}. Suponha que f é conveza, isto é

flax +By) < af () + Bf(y), Yo,y e dom(f), coma+f=1,05a=0.

6. Sejam f, g : [a,b] — R funcoes limitadas, com f, g e f o g integréveis. Dizemos que um conjunto C C R é
convexo se ax + Sy € C, para todo x,y € C, com a+ §=1,8,a > 0 e que uma funcdo f é convexa se

flaz+ By) < af () + f(y), Yo,y eR, coma+p=105a20.

Entao mostre as seguintes propriedades:

Mostre que dom(f) e que o epigrafo de f, epi(f) := {(z,t) € Rx R : t > f(z)}, sdo conjuntos
convexos. Ainda mais, prove que f é convexa se, e somente se epi(f) é convexo.

(slope inequality) Seja f uma fungao com dom(f) = R.
Entao, f é convexa em [a, ] se, e somente se para todos o < x < x1 em [a, b], temos que

f@) = f(0) _ fla1) = flwo) _ f(o) = f(w)

xr — Xo - T — Zo - T —x

Faga um esbogo dessas desigualdades.

Mostre que f é convexa se, e somente se f(> 1 a;z;) < >, a;f(z;), para todo z; € dom(f),
a;>0ed> " ;=1

(Testes de convexidade usando derivadas) Seja f diferencidvel em (a,b) € R. Entao, f é convexa em
(a,b) se, e somente se algumas das siguentes condigoes valem:

— f' ¢ ndo decrescente em (a,b)
— f(y) = f(@)+ [ (2)(y — @), Ya,y € (a,b)

— f"(x) > 0, para todo = € (a,b). (aqui assumimos que f é duas vezes diferencidvel)

Com essas ferramentas, facilmente podemos provar que —log(x), exp(z), (a entropia) S(z) :=
—zlog(z),se 1 > 2 >0; 5(0) =0, f(z) :==2"% a>0, z € (0,00) sdo fungdes convexas.

(Desigualdade de Jensen) Suponha que |g(z)| < K, z € [a,b] e que [- K, K] C dom(f). Entao, prove

que
b b
; (bia / g(w)dw) <50 [ Geaa. (1)

Ainda mais, prove que a reciproca também vale, isto é, se vale para toda funcao g, entdo f deve
ser convexa.

Suponha que f é continua e que para toda fungao g, a expressao vale com igualdade, entao
necessariamente f deve ser linear (i.e. f(z) = az, Vz, para certo a € R.)

Use a convexidade x — |z|P para provar a desigualdade das médias generalizada (generalized mean

inequality), isto &,
n n

Soaayr < (S

i=1 i=1
para todo a; > 0, com Y i ja; =1, 2; >0, Viep<gq, com |p|+ |¢g| # 0. Como caso particular,
prove a desigualdade de Young: Para todo z,y > 0, p,q € (1,00), tal que 1/p+ 1/g =1 temos que

1 1
xy < —axP 4+ —yd.
p q

Use a convexidade de © — |z|P para provar:



— (Minkoswski desigualdade) Para f, g integraveis em [a, b] com p > 1, temos que

b 1/p b 1/p b 1/p
( / f(m)+g(m)lpdm> < ( / If(ar)lpdx> +< / g(x)f’dx>

— (Holder desigualdade) Para f, g integraveis em [a,b] com ¢,p > 1e 1/p+1/q =1, temos que

1/q

e Prove que se f ¢ integrdvel e convexa em [a, b]. Entdo, f(%E) < — f; f(z)de.

7. Seja f : [a,b] — R uma funcao continua cujas somas inferiores (superiores) sdo todas iguais. Mostre que
f é constante.

8. Seja f integrdvel em [a,b] com |f(x)| < K, Vz € [a,b]. Se g : [-K, K| — R é continua. Entao, go f é
integravel em [a, b].
A hipétese da continuidade de g é fundamental. De fato, mostre que go f nao é integravel, se g : [0,1] = R
¢ definido como g(z) =1, se z € (0,1] e g(0) = 0, onde f ¢é a fun¢do de Thomae (i.e. f:(0,1) - R, com
f(z) =0, se x é irracional e f(z) = 1/q, se x = p/q, onde p e ¢ sdo primos entre si.)

9. (Fungao de Cantor) Procederemos a definir a fungado de Cantor G.

(a) Seja z € [0,1]. Mostre que = sempre pode ser escrito como

a
x:Z% ne €0,1,2.

n=1

Mostre que essa representacao é tnica para x ¢ C.
Lembre que o conjunto de Cantor é definido como

(o)
a
C={zel0,1]:z= =2 co € {0,2}}.
(e 0] = 32 com ane € (0.2))
(b) Dado x e sua expansao, denote por N, := inf{n € N: a, = 1}, onde N, pode ser oo se nao existir
n € N tal que an, = 1.

Define a fungdo de Cantor, G : [0,1] — R como

N,—1 00

Apy Ay
——, ondez = —_—.
on
n=1

G(z) == an

DN | =

1
o T

n=1

Prove que G(z) independe da expanséo de x, se  tem duas representacoes ternarias.

Mostre que G é constante em I° := [0,1] \ C, onde C é o conjunto de Cantor.

)
)
e) Prove que G é nao decrecente e continua.
) Mostre que a fungao de Cantor é integrével.
)

Mostre que G(C) = [0, 1]

10. Prove que uma funcao f é integravel se, dado € > 0, existe fungoes escadas ¢, tais que ¢ < f < ¢ e

Y- <e.

11. Prove que se f é integravel em [a, b], existe um ponto ¢ € (a,b) tal que f é continua em z = c.



12.

13.

14.

15.

16.

Use o item anterior para provar que se f é integrdavel em [a, b], o conjunto de ponto onde f é continua é
denso.

Seja f uma fungao continua em [a, b]. Mostre que

b 1/p
lim ( / If(x)l”dx> — sup{|f(z)]|: 3 € [a, ]} @)

p—o0
1/p
Denote || fl|, == (f; \f(x)|pdx) , 0 €RL e |flloo :=sup{|f(z)|: = € [a,b]}. Entao, é equivalente a
dizer que para toda f continua, ||f|, — ||f|lcc quando p — co.

(Lema fundamental do cdlculo de variaciones) Seja f uma fungéo continua em [a, b] tal que fab f(z)g(x)dz =
0, para toda func¢do continua g com g(a) = g(b) = 0. Entdo, prove que f(z) =0, Vx € [a,]].

Seja r € (0,1). Considere a funciao f : [0,1] — R definida como f(0) = 0 e f(z) = r" " In(n + 1), se
x € (1/(n+1),1/n], n € N. Prove que f é integrével e

! 1
/0 f(z)dx = T

Suponha que f e g sdo fungdes continuas nao negativas em [a, b]. Mostre que existe ¢ € [a, b] tal que

/ ' f@)()dz = £(c) / " ().

Dica: Use o teorema do valor intermediario.
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